Ubersicht

2. Analysis

2.2 Funktionen
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Funktionen

Funktionen:
- Abbildung zwischen zwei Mengen,

- einem Element der einen Menge (Definitionsbereich, DB) wird eindeutig ein
Element der anderen Menge (Wertebereich, WB) zugeordnet,

- Elemente des Wertebereichs kénnen garnicht, genau einmal oder mehrfach
angenommen werden,

- Schreibweise
f:A—=B,  f(a)=bh.

Zunéchst nur Funktionen abhangig von einer Variablen mit DB I C R, also

fiI=R, y=f(x).

Einfache Beispiele:

fx) =x"—2x+1, I=R,

f(x):xz—l’ I={xeR|x#=%xl},

f(x) =log(x),  I=Ry.
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Monotonie & Konvexitat

Definition 2.9

Eine Funktionf : I — R, I C R, heif3t auf [a, b]
- monoton wachsend, wenn f(xi) < f(x2) fir alle x|, x; € [a,b] mitx; < xz,
- monoton fallend, wenn f(x1) > f(x2) fdr alle x1, x> € [a,b] mitx; < xa,.

Gilt sogar ,< “ anstatt ,<“bzw. ,>“anstatt ,>“, so heitf streng monoton wachsend
bzw. streng monoton fallend.
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Monotonie & Konvexitat

Definition 2.10

Eine Funktionf : I — R, I C R, heiBt konvex, wenn jede ihrer Sekanten (iber dem
Graphen vonf liegt, d.h.

YA€ (0,1), xi,x2 €I gilt fOxi + (1 = X)x2) < M (x1) + (1 — N)f(x2).

Eine Funktionf hei3t konkav, wenn —f konvex ist.
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Monotonie & Konvexitat

Definition 2.10

Eine Funktionf : 1 — R, I C R, heil3t konvex, wenn jede ihrer Sekanten (iber dem
Graphen von f liegt, d.h.

YA€ (0,1), xi,x2 €I gilt fOx1 + (1 = X)x2) < M (x1) + (1 — N)f(x2).

Eine Funktion f hei3t konkav, wenn —f konvex ist.

Konvexitat von f:
- gibt an, in welche Richtung der Graph von f gekrimmt ist,
- konvex: Graph nach oben gedffnet, Anstieg wachst fur steigendes x,
- konkav: Graph nach unten gedffnet, Anstieg wird kleiner fir steigendes x.
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Monotonie & Konvexitat

Beziige zur Differentialrechnung (f einmal/zweimal stetig differenzierbar):

f(x) <0 = f(x) ist monoton fallend,
f/(x)>0 = f(x)ist monoton wachsend,
f'(x) <0 = f(x) ist konkav,

f'®) >0 = f(x)ist konvex.

Mathias Sawall Einflihrung in die Mathematik flir Wirtschaftswissenschaften WS 25/26 89 /330



Monotonie & Konvexitat

—
5 —x =
= 0
-5
2 1 0 1 2

Monotonie:
- f(x) = x* (blaue Kurve) ist monoton wachsend,
- g(x) = x* — 2x (rote Kurve) ist monoton wachsend auf (—oc, —/2/3] und

[v/2/3, 00) und monoton fallend auf [—+/2/3, 1/2/3].

Konvexitat:
- f(x) ist konkav auf (—oo,0) und konvex auf (0, o),
- g(x) ist konkav auf (—oo, 0) und konvex auf (0, o).
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Monotonie & Konvexitat

hx) =x" +2 -37 —x— 1

-4
-2 - 0 1

Monotonie (h(x) = x* +x* —=3x —x — 1):
_7+\/§))
8

_1-V33) 1)

- monoton fallend fiir (—oo, sowie ( :

- monoton wachsend fiir (-3 _T=¥3) sowie fiir (1, 00).

Konvexitat:
- flrx € (—oo, —1) sowie x € (0.5, co) konvex und fiir x € (—1, 0.5) konkav.
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Grenzwerte

Definition 2.11

Eine Funktion f (x) konvergiert an der Stelle xo gegen den Grenzwert
g = lim f(x),
X—rX0

wenn es zu jedeme > 0 ein § > 0 gibt, so dass

x—x|<d = |flx)—gl <e.

Eine Funktion f (x) konvergiert fiir x — oo gegen den Grenzwert
g = lim f(x),

wenn es zu jedem e > 0 ein x. gibt, so dass

x>xe = |f(x)—gl<e

Mathias Sawall Einflihrung in die Mathematik flir Wirtschaftswissenschaften WS 25/26 92/330



Grenzwerte

Nutze bekannte Grenzwerte einfacher Funktionen, um Grenzwerte
zusammengesetzter Funktionen zu bestimmen (Bausteinprinzip).

Satz 2.12 (Grenzwertsétze)
Seien u = lim,_,.f(x) undv = lim,_,, g(x) die Grenzwerte von f(x) bzw. g(x) firx — a.
Es gelten:

}1_rg(f(x) +g(x))=utv, li_r>n(f(x)g(x)) = uv,
@{;(—3 =L (frg(o) £ 0 #0), tim /700 = ¢/fmf ),
lim f(x)" = (lim /()" lim 5/ ®) = plims—a/ ),
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Grenzwerte

Einfache Beispiele:

lim l =0,
xX—o0 X
lim ! =0.25
x4 (x —2)? T
I 1 .
xl—% (x—2)2 =%
lim ! = NaN, denn
x—2 X — 2
lim = —ocound lim ! = 0.
x—=2x<2x — 2 x—=2,x>2 x — 2
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Grenzwerte

Weitere einfache Beispiele:

lim +/x=0,

x—0,x>0

3% — Tx X 3-T)x . 3—-T/x

lim ——— = lim =

Hoo A2 49 e 449/ sboo 4+ 9/x2

¥ —2x+4  limoxX —2x+4 4

lim = = = _9

=0  x2 =2 limy_ox2 —2 -2
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Stetigkeit

Definition 2.13

Eine Funktionf : I — R, I C R, heil3t stetig an der Stelle xo, xo € I, wenn es zu jedem
e > 0eind > 0 gibt, so dass

x—x0] <6 = |f(x) —f(x0)| <e.
(Fur Argumente x nahe x, liegen auch die Funktionswerte f (x) nahe an f(xo).)

Eine Funktionf : I — R, I C R, heif3t stetig, wenn sie fiir alle x € I stetig ist.
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Stetigkeit

Definition 2.13

Eine Funktionf : I — R, I C R, heil3t stetig an der Stelle xo, xo € I, wenn es zu jedem
e > 0einé > 0 gibt, so dass

x—x0] <6 = |f(x) —f(x0)| <e.
(Fur Argumente x nahe x, liegen auch die Funktionswerte f (x) nahe an f(xo).)

Eine Funktionf : I — R, I C R, heif3t stetig, wenn sie fiir alle x € I stetig ist.

Alternative zum e-§-Kriterium mittels Grenzwerte:
- eine Funktion f(x) ist genau dann stetig in xo, wenn

lim f(x) = f(xo),

X=X

- eine Funktion f(x) ist genau dann stetig auf 7, wenn

lim f(x) = f(xo) furallex el

xX—XQ
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Stetigkeit

Beispiel 14
Die Funktion f(x) = |x| definiert das Abrunden von x etwa sind
£(0.5) =0, £(0.9) =0, £(1.7) =1, f(=3.1) = —4, f(1) =1,....

Offensichtlich istf etwa in den Punktenx = 1.5, x = 1.7, x = 1.99, x = 3.2 usw. stetig.
Aberf istin allen z € Z nicht stetig, denn beispielsweise ist lim._,. f (x) nicht definiert,
weil in einer Umgebung (|a| < 1) umz € Z gilt

_ Z fira > 0,
f(z+a)_{ z—1 fira<Oo.

4

3 —

2 —

1 —

0
0 1 2 3 4 5

Fiir x € Z liegen jeweils Spriinge vor und es gibt keine Grenzwerte.
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Stetigkeit

Sind f(x) und g(x) stetig, so sind es auch

h(x) = f(x)/g(x)  (fdrg(x) # 0)

Sprungstelle in xo:
- beide einseitigen Grenzwerte (von links, x < xo, und von rechts, x > x;) existieren,
sind aber verschieden,

- klassisches Beispiel ist f(x) = 1/x beixo = 0, denn

lim - =—o0, lim - =o0.
x—0,x<0 X x—0,x>0 X
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Ubersicht

2. Analysis

2.3 Differentialrechnung
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Differentiation

Differentialrechnung:

- Grundlage fir Analyse von Funktionen in Bezug auf ihre Extrema,
- Definition der Ableitung formal mittels Grenzwerte,
- Bestimmung von Anstiegen von Funktionen.

Idee der ersten Ableitung von f(x):
- Anstieg von f(x) in x,

- Tangente ¢ durch (x,f(x)) und (x + h,f(x + h)) gelegt und Grenzwert des Anstiegs
von ¢ fur h — 0 bestimmen.
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Differentiation

Definition 2.14
Zu einer Funktionf : I — R, I C R, ist die erste Ableitung an der Stelle x definiert als

709 = 10 = Jim L2100,

h—0 h

Weiter heiB3tf (x) differenzierbar, wenn f(x) in jedem Punkt ihres Definitionsbereiches
differenzierbar ist, d.h. ihre Ableitung existiert.

Die Ableitung von f'(x) heil3t zweite Ableitung von f(x). Allgemein gilt die Rekursion
£ = (FDY’.
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Differentiation

Beispiel 15
Die erste Ableitung von f(x) = x* ist

i (x+h?—x* | X +2h+h— X
Py h =0 h
. 2xh+ 1
= lim
h—0 h
=lim2x+h
h—0
= 2x.

Notwendige Bedingung:

- ist f(x) in x differenzierbar, so muss f(x) in x stetig sein,

- anderherum (Logik): wenn f(x) in xo unstetig ist, kann f(x) in xo nicht
differenzierbar sein,

- Bedingung ist nicht hinreichend, siehe f(x) = |x| beix = 0.

Mathias Sawall Einflihrung in die Mathematik flir Wirtschaftswissenschaften WS 25/26 101 /330



Differentiation

Formale Berechnung am Beispiel der Standardfunktion x":

- Grenzwert

I

ron v SR —fx) . (x+h)"—X"
f(x) = lim = lim -

h—0 h h—0

- binomische Formel
n . n kyn—k n n—1 n_2 ny2 n—1 n
(a+b) _Z<k>ab =a +na b+< ) )ab + -4 nab” 4+ b,

k=0

- Umformungen ergeben

dey e (e (XA —
[ (x) = lim A
i (" T (TR B T ) — X
o /11—I>r(l) h

= lim <nx"l + <n> Pt SRRy L h"1>
h—0 2

—1
=" 4+0+---+0
/ —1
- bekannte Formel (¥*)" =nx""".
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Differentiation

Ableitungen von Standardfunktionen:

f0) =4, @)=,
flo) = F@=a-e,
£6) = (), F@ =1,

£(0) = sina), £'() = cos(),
710) = cos(x), F'@) = —sin)
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Differentiation

Einfache Folgerungen:

1 n —n—
fR=o=x" = fH=-u""
_ n
==
sowie
1 |
f(x):\'/}:x:x = fl(x):;.xrlz 1
1 _n—1
=—.x %
n
1
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Differentiation

Bestimmung von Ableitungen mittels Ruckfihrung auf Kombinationen bekannter
Ableitungen (Bausteinprinzip).

Satz 2.15

Fir zusammengesetzte Funktionen gelten folgen Differentiationsregein:
Summe: f+g) = f+¢
Differenz: f—-g' = f-¢

Produkt: (fg)

Quotient: (f/g)
Verkettung:  (f(g))’
Inverse: e I Vi

f'g+fe
(F'e—fe)/g  (firg #0)

0]
=h
=
)
@,
OQ\
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Differentiationsregeln

Beispiele zur Anwendung der Produktregel:
- Fir f(x) = x*sin(x) ergibt sich
¥ -sin(x)) = () -sin(x) + ¥ - (sin®))’
(& sin() = (&) sin(o) + 2+ (sin()

/

u )
v u’ v v

= 2xsin(x) + x* cos(x).

- Fur f(x) = /axIn(x) ergibt sich
(Vax - In(x) )/ = (\/ax)l~ln(x) ++ax- (ln(x))/
N~ N~ N s N~ N —_—

v

106 / 330
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Differentiationsregeln

Beispiele zur Anwendung der Kettenregel:
- Fir f(x) = (cos(x))? ergibt sich

f=x, f =32,

g=cos(x), g = —sin(x),
= ((cos(x))’)" = 3(cos(x))* -(—sin(x))
—_——— ——
1'(8) g
= —3(cos(x))” sin(x).
- Fir f(x) = In(x* 4+ 2x — 3) ergibt sich
1
f - 111()()7 f - x:
g=x+2x—3, ¢ =2+2,
2 r_ 1 .
= (In(x*+2x-3)) = P (2x+2)
N—  — !
1 (8)
o 2x+2
2423
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Differentiationsregeln

Spezialtrick logarithmische Differentiation:

- Was ist zu tun bei
h(x) = x"?

¥ = e)c~ln()c) ( _ (eln(x))x _ xx>

- nun Differentiation (Ketten- und Produktregel) mdglich

- Umformung

B =1 -Inx+x-1/x)e"™™® = (In(x) + 1)x".
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Differentiationsregeln

Allgemeines Vorgehen bei logarithmischer Differentiation:
- Ableiten der Funktion

hx) = (f(x))*,

- Umformung
h(x) = f)f) = e ( = (W) :f<x>g”)),

- Ketten- und Produktregel fihren auf

(F*D) = F(x)* N (' (x) Inf (x) + g(x)f (x) /f(x)).
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Elastizitat

Idee der Elastizitat:

- Ableitung " gibt Anstieg von f in absoluter Form an, fir wirtschaftliche Analysen
sind aber haufig relative Anderungen entscheidend,

- Elastizitat n(x) entspricht relativer Anderung einer Angebots- bzw.
Nachfragefunktion f(x) zur Preisdnderung (Preis x),

- |n(x)| um so hdher, je stirker Angebots- bzw. Nachfragefunktion auf
Preisénderungen reagiert.

Formale Definition:
- Grenzwert des Quotienten der relativen Anderungen von f(x) und x

[e+m) —=f(x)

(65
= lim —%
n(x) = lim —=

Einfache Umformung ergibt:

n(x) = limfi(x +h) = fx) RIS G

0 h fx) flx)-
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Elastizitat

Definition 2.16
Flrf(x) # 0 hei3t

Elastizitdt von f (x).

Weiter heiB3tf (x) preiselastisch, falls |n(x)| > 1, und preisunelastisch, falls |n(x)| < 1.

Mathias Sawall Einflihrung in die Mathematik flir Wirtschaftswissenschaften WS 25/26 111/330



Elastizitat

Beispiel 16
Fiir die Funktion N(p) =7 — \/p mitp € (0,49) ist
1 1
_ N _ T2

Wird untersucht, fiir welche p € (0,49) die Nachfragefunktion N(p) preiselastisch ist, so
fuhrt dies auf

Lo_vPp
27—

S

In(p)|:%~7:/ﬁ\/ﬁ>1@7:/’_’\/ﬁ>2
<:>\/13>%

14?
ep> 5= 21.78.

Somitist N(p) firp € (21.78,49) preiselastisch.
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Elastizitat

Beispiel 17
Die Nachfragefunktiona = f(p) = p> — Tp + 10 mit (0 < p < 2) hat die Elastizitét

) 2p —17 . 2p* —Ip
P —Tp+10 p>—Tp+10

n(p) =p
Wegen n(p) < 0 fiirp € (0,2) betrachten wir

—(2p*—1Tp) >p° —Tp+10
0>3p*—14p + 10
V19

7
p2=3 + = p1 ~ 0.88, p» = 3.79.
Nun gilt |n(p1)| = 1 und ein einfacher Test (fiirp = 0.9 ist |n(p1)| = 1.04) fuhrt darauf,

dassf(p) firp € (0.88,2) preiselastisch ist.

Lésen der Gleichungen (zu den Ungleichungen) zum Beispiel auch mit numerischen
Methoden wie dem Newton-Verfahren méglich.
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Anwendungen der Differentialrechnung

Bestimmung von Grenzwerten mittels Quotientenregel kann zu Situationen ,0/0“ oder
,00/00" fihren. Ausweg:

Satz 2.17 (Regel von 'Hospital)
Seiena € R odera € {—oo, 00} sowie u = limf(x) undv = lim g(x). Istu = v = 0 oder
x—a x—a
istu =v = +oo, sindf und g differenzierbar und existiert der Grenzwert
C))
xX—a g’ (x) ’

so gilt nach der Regel von I'Hospital
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Anwendungen der Differentialrechnung

Beispiel 18
Einfache Anwendungen der Regel von I’Hospital sind

lim =l = i
=0 X =0 1
1
= 1
lim 425 = lim X = fim L = 1
—=lx—1 o111 x—1 X

Ftir folgenden Grenzwert wird die Regel von I'Hospital n-fach angewendet

n =il =7
. X .onx" . on(n—1)x" . nlx . n
lim — = lim - :hm¥:~-:hm—:hmfzo.
x—oo er x—oo e xX—00 er x—oo e¥ x—oo er
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Taylorformel

Definition 2.18
Fir eine hinreichend oft stetig differenzierbare Funktion f (x) heif3t

fll (XO)
2!

£ (x0)

n!

2 n

T(f,x0,n)(x) = f(x0) +f" (x0) (x — x0) +

(x — x0) (x — x0)

das Taylorpolynom n-ten Grades zur Entwicklungsstelle xo.

Bemerkung:
- Taylorpolynome erweisen sich flir Funktionen, die hinreichend viele stetige
Ableitungen besitzen, oft als nltzliche Approximationen (meist n = 1 oder n = 2).
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Taylorformel

Beispiel:
- Entwicklung von f(x) = ¢" in xp = 0,
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Taylorformel

Beispiel:
- Entwicklung von f(x) = ¢" in xp = 0,

T(£,0, 1)(x) = f(x0) + £ (0)(x —x0) = 1+ 1+ (x = 0) = 1 +x,
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Taylorformel

Beispiel:
- Entwicklung von f(x) = ¢" in xp = 0,

T(£,0, 1)(x) = f(x0) + £ (0)(x —x0) = 1+ 1+ (x = 0) = 1 +x,

T(£,0,2) (%) = £(x0) + ' (10) (x — x0) + L0

o (x—x0) =1+x+x"/2,
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Taylorformel

Beispiel:
- Entwicklung von f(x) = ¢" in xp = 0,

T(£,0, 1)(x) = f(x0) + £ (0)(x —x0) = 1+ 1+ (x = 0) = 1 +x,

T(£.0.2)(0) = £(a) +' (o) —30) + T2 (e x) = 1 4422,
T(f,0,3)(x) = f(x0) +f (x0)(x — x0) + - -~ +m(x—xo) =14+x+x/2+1/6.

3!

Mathias Sawall Einflihrung in die Mathematik flir Wirtschaftswissenschaften WS 25/26 117 /330



Taylorformel

Beispiel:
- Entwicklung von f(x) = ¢" inxp = 0,

T(f,0,1)(x) = f(x0) +f (x)(x —x0) = 1+ 1+ (x = 0) = 1 +x,

f//(x()) (x
2!

f”l(xo)

T(f,0,2)(x) =f(x0) +f (x0) (x — x0) + —x0) =1+x+2/2,

T(f,0,3)(x) = f(x0) +f (x0)(x = x0) + -+ + (x—x0) = 1 +x+x°/2+x°/6.
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Taylorformel

Restglied (Fehler):
- Differenz zwischen f(x) und der Naherung T'(f, xo, n)(x)
R(f;x0,n)(x) = £ (x) = T(f, x0, ) (x),
- dabei gilt die Abschatzung

0 )

||x —xo"t.

) =T 2o, m(x)| < max Zo=—)
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Ubersicht

2. Analysis

2.4 Extremwertbestimmung
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Extremwerte

Definition 2.19 (Formale Definition)

Eine Funktionf : I — R, I C R, hat an der Stelle x, eine lokale Maximalstelle bzw. eine
lokale Minimalstelle, wenn es ein h > 0 gibt, so dass die Einschrdnkung f|(x,—n,x+r von
f(x) auf das Intervall (xo — h, xo + h) bei xo ein Maximum bzw. ein Minimum hat.

Weiter hat f an der Stelle x, ein (globales) Maximum bzw. Minimum, falls fir alle x € 1
giltf(x0) > f(x) bzw. f(x0) < f(x).

Extrempunkt:
- besteht aus Extremstelle (x-Wert) und Extremwert (y-Wert)

Extrempunkt = (Extremstelle, Extremwert).
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Extremwertbestimmung

Interpretation:

- soll f in xz maximal sein, so muss f(x) flr x < xz monoton steigend und fir x > xg
monoton fallend sein (fur ein Minimum andersherum),

- folglich ist £/ (x) flr x < xg negativ und flir x > xg positiv (oder andersherum),
- insbesondere muss aber f'(xz) = 0 gelten.

Satz 2.20 (Notwendige Bedingung)
Hat die Funktion f(x) in xo ein lokales Extremum und ist dort differenzierbar, so gilt

f'(x0) = 0.

Definition 2.21

Alle x mit f'(x) = 0 werden kritische Stellen genannt. Ist eine kritische Stelle keine
Extremalstelle, so wird der dazugehérige Punkte Sattelpunkt genannt.
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Extremwertbestimmung

Feststellung/Charakterisierung eines Extremums:
- mittels zweiter Ableitung /" (x),
- hat f(x) in xz ein Minimum, so ist f(x) um xz konvex, also f” (xg) > 0,
- hat f(x) in xz ein Maximum, so ist f(x) um xz konkav, also /"' (xz) < 0.

Satz 2.22 (Hinreichende Bedingung)

Gilt neben der notwendigen Bedingungf'(x) = 0 zudem " > 0 (bzw. f"" < 0), so
handelt es sich um ein Minimum (Maximum).

Bemerkungen:
- f'(xg) = 0 zusammen mit /"' (xz) # 0 ist hinreichend aber nicht notwendig,

- sind f'(xg) = 0 und f”(x£) = 0, so untersuche weitere Ableitungen,
- gerade Ableitung als erstes von null verschieden = Extremalstelle,
- ungerade Ableitung als erstes von null verschieden=- keine Extremalstelle,
- auch hier entscheidet das Vorzeichen Uber die Art des Extremums.
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Extremwertbestimmung

Vorgehensweise bei differenzierbarer Funktion f(x):
1. Lésef/(x) =0 — LoOsungsmenge M aller kritischen
(extremstellenverdachtigen) Punkte.
2. Auswertung von f”(x) fur alle kritischen Punkte:
Ist f (xg) > 0, so liegt ein Minimum vor,
ist ' (xg) < 0, so handelt es sich um ein Maximum.
Gilt "' (xg) = 0, so sind hohere Ableitungen zu untersuchen

3. In der Regel Bestimmung der Funktionswerte f (xz).

Zudem auf Extremalitat zu analysierende Stellen:

- Randpunkte sowie
- alle x, in denen £’ nicht existiert.
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Beispiel zu Extrema

Extremavon f(x) = Lx* — 13 — K 4 1:

- Ableitungen f'(x) = x* —x* —2x, f"(x) =3x* —2x -2,
- kritische Stellen x; =0, x =2, x3=—1,
- Tests f(x)=-2<0, f'(x)=6>0, f'(x3)=3>0,
— Maximum in (0,1), Minimain (—1,7/12) sowie (2, —5/3),
- wegen X_ljinoof(x) = Xli}rg()f(x) = oo ist (2, —5/3) ein globales Minimum.

fl) =1 =1 -2 +1

3 -
0 !
- X |
P " i
776) i
q [
/ \\ “
0 i < !
N j
/ \ /
\\ I
! / \ \5/
/ N )
X /
2 N
-2 1 0 1 2 3
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Beispiel zu Extrema

Beispiel 19

Olaf und Angela méchten einen neuen Steuersatz ¢ (in %) festlegen. Der Umsatz
verhélt sich, abhéngig von t, wie

u=u(t) = (r — 120)>(100 — ) = — + 340" — 38400z 4 1440000
Der Finanzminister sucht das Maximum seiner Einnahmen
T =T(t)=0.01r - u = —0.01¢* + 3.47 — 384" + 144001
firt € [0,100].
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Beispiel zu Extrema

Graphische Darstellung:

15 %x10° Umsatz /Steuereinnahmen
10 +
i~
=
=3
5 L
0 w ‘ ‘
0 20 40 60 80 100

Steuersatz ¢ (in %)
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Beispiel zu Extrema

Notwendige Bedingungen:
- kritische Stellen sind die Intervallenden und alle Nullstellen von

T'(1) = —0.04r +10.207 — 7681 4 14400 = (120 — 1)(¢* — 1351 4 3000) /25,

- die Nullstellen von T'(¢) sind #; = 28.0506, t» = 106.949 und #; = 120,
- nur #; liegtim sinnvollen Intervall,

- der Funktionswert an den Randern ist Null — also nicht maximal,
bleibt nur 1, ~ 28 als Kanditat.
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Beispiel zu Extrema

Notwendige Bedingungen:
- kritische Stellen sind die Intervallenden und alle Nullstellen von

T'(1) = —0.04r +10.207 — 7681 4 14400 = (120 — 1)(¢* — 1351 4 3000) /25,

- die Nullstellen von T'(¢) sind #; = 28.0506, t» = 106.949 und #; = 120,
- nur 1, liegtim sinnvollen Intervall,

- der Funktionswert an den R&ndern ist Null — also nicht maximal,
bleibt nur 1, ~ 28 als Kanditat.

Hinreichende Bedingung:

- zweite Ableitung
T"(t) = —0.12(* — 170-1 4 6400)

hat an der Stelle r; den Wert —290.188,
- somit liegt tatsachlich ein Maximum vor,
- 1 ist globales Maximum, da keine weiteren kritischen Stellen in Frage kommen.
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Beispiel zu Extrema

Sonderfélle:
1. f(x) = |x| hatin xz = 0 ein Minimum, jedoch existiert f/(0) nicht.
2. f(x) = V1 — x> mitdem DB= [—1, 1] besitzt die erste Ableitung

, 1 P! 1 1 X
x)==(1—-x7)" 2 -(—2x) = = S (—2x) = .

P10 =31 =72 (220 = 5o (220 = g
Einzige Nullstelle x; = 0 fuhrt auf globales Maximum. Weiter sind aber auch die
Intervallgrenzen x, = —1 und x3 = 1 Extremalstellen (f(x) wird jeweils minimal).

0.5
0.5
1 | 1
Erinnerung:
- auch Intervallgrenzen und Stellen, an denen f’(x) nicht existiert, untersuchen, s.
Folie 122.
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Wendepunkte

Definition 2.23

Eine Funktionf : I — R, I C R, hat den Wendepunkt (xo,f(x0)), wennf auf einer Seite
von xo konvex und auf der anderen konkav ist.

Berechnung von Wendestellen/Wendepunkten:

- Losung der Gleichung " (x) = 0 fuhrt auf mogliche Wendestellen
(notwendige Bedingung),

- ist f""(x0) # 0, so handelt es sich tatsachlich um eine Wendestelle
(hinreichende Bedingung).
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Wendepunkte

fO) =x*+°-32—x—1:
- (%) = 12 + 6x — 6,
- f"(x) = 0fuhrtauf ¥ + 1x -1 =0,

- Wendestellensind x; = —1, x = %
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Ubersicht

2. Analysis

2.5 Nichtlineare Gleichungen
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Nichtlineare Gleichungen

Problemstellung:
- gesucht ist eine Lésung x* von f(x) = 0,
- gegeben ist ein Naherungswert xo fir x* (initial guess),
- Iteration (rekursive Folge {x:}n=0,1,2,...) mMit lim, o x, = x*,
- lterationsvorschrift definiert das jeweilige Verfahren.
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Nichtlineare Gleichungen

Problemstellung:
- gesucht ist eine Lésung x* von f(x) = 0,
- gegeben ist ein Naherungswert xo fir x* (initial guess),
- lteration (rekursive Folge {x,}i=0,1.2,...) Mit lim, o0 X, = x™,
- lterationsvorschrift definiert das jeweilige Verfahren.

Methode I: Bisektionsverfahren:
Einschachteln der Nullstelle,

- Startintervall  [a,b] mit f(a) >0, f(b) <0, (bzw. f(a) < 0, f(b) > 0)

- Berechnungvon c¢=(a+b)/2 und f(c),

- gilt f(c) <0 — neues Intervall [q, c], (bzw. [c, b])
gilt f(c) >0 — neues Intervall [c, b], (bzw. [a, c])

- solange fortflihren, bis ausreichende Genauigkeit |a — b| erreicht.
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Nichtlineare Gleichungen

Problemstellung:
- gesucht ist eine Lésung x* von f(x) = 0,
- gegeben ist ein Naherungswert x, fir x* (initial guess),
- lteration (rekursive Folge {x,}i=0,1.2,...) Mit lim, o0 X, = x™,
- lterationsvorschrift definiert das jeweilige Verfahren.

Methode IlI: Fixpunktform:
- Umformen der Gleichung in die Form x = ¢(x),
- unter gewissen Bedingungen konvergiert die Folge

xi=p-1) i=1,2,3...

gegen x*,
- Analyse der Konvergenz gegen x* mittels Banachschem Fixpunktsatz.
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Nichtlineare Gleichungen

Problemstellung:

- gesucht ist eine Lésung x* von f(x) = 0,

- gegeben ist ein Naherungswert xo fir x* (initial guess),

- Iteration (rekursive Folge {x:}n=0,1,2,...) mMit lim, o x, = x*,
Iterationsvorschrift definiert das jeweilige Verfahren.

Methode IlI: Fixpunktform:
- Banach’scher Fixpunktsatz:

Iteration konvergiert gegen den eindeutig bestimmten Fixpunkt,
wenn es ein abgeschlossenes Intervall I C R sowie ein C < 1 mit o(I) C I gibt,
sodass

lp(y) — p(@)] < Cly — 2| Vy,z €1, (Kontraktion)

- esgiltdann x* = p(x").
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Nichtlineare Gleichungen

Problemstellung:
- gesucht ist eine Lésung x* von f(x) = 0,
- gegeben ist ein Naherungswert xo fir x* (initial guess),
- Iteration (rekursive Folge {x:}n=0,1,2,...) mMit lim, o x, = x*,
- Iterationsvorschrift definiert das jeweilige Verfahren.

Methode IlI: Newton-Verfahren:

- Startndherung xo,
- lteration

_ flx)

f(x)’
- konvergiert oft sehr schnell, benétigt aber in der Regel gute Startwerte,
Schrittweitensteuerung erweist sich mitunter als sinnvoll.

Xi+1 = Xi
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Nichtlineare Gleichungen

Newton-Verfahren — Idee:
- Tangente an f(x) im aktuellen Punkt legen,

- Nullstelle der Tangente ist neue lterierte
— Folge {x}u=o0,1,2,... von Naherungen an x*.

Newton-Iteration (1. Schritt, xo = 1.5 — x; = 0.2)
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Nichtlineare Gleichungen

Newton-Verfahren — Idee:
- Tangente an f(x) im aktuellen Punkt legen,

- Nullstelle der Tangente ist neue lterierte
— Folge {x}u=o0,1,2,... von Naherungen an x*.

Newton-lteration (2. Schritt, x; = 0.2 — x, = —2.35)
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Nichtlineare Gleichungen

Newton-Verfahren — Idee:
- Tangente an f(x) im aktuellen Punkt legen,

- Nullstelle der Tangente ist neue lterierte
— Folge {x}u=o0,1,2,... von Naherungen an x*.

Newton-lteration (3. Schritt, x, = —2.35 — x3 = —1.67)
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Nichtlineare Gleichungen

Newton-Verfahren — Idee:
- Tangente an f(x) im aktuellen Punkt legen,

- Nullstelle der Tangente ist neue lterierte
— Folge {x}u=o0,1,2,... von Naherungen an x*.

Newton-lteration (4. Schritt, x3 = —1.67 — x4 = —1.38)

1-20
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Nichtlineare Gleichungen

Newton-Verfahren — Herleitung eines lterationsschrittes:
- aktuelle lterierte x;,
- Tangente #(x) = mx + n an f(x) hat den Anstieg m = f'(x;),
- Tangente soll durch (x;,f(x:)) gehen, also

ti) =mx+n=f(x) = n=f(u)—m,

Nullstelle von ¢(x) ist neue lterierte x;+1, also

n
t(xi+1):mxi+|+n:0 = Xit1 :_E7

- Einsetzen von m und n
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Nichtlineare Gleichungen

Newton-Verfahren — lterationsvorschrift zu Startwert xy:

_ fx)
1(x:)

Xi+1 = Xi

Bemerkungen:

- quadratische Konvergenz, d.h.
X" — x| < C* —xif
mit einer Konstanten C € R,
Daumenregel: Anzahl richtiger Nachkommastellen verdoppelt sich pro lteration,
- gute Startwerte sind nétig,
- Schrittweitensteuerung mitunter sinnvoll, verkirzte bzw. zu lange Schritte.
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Nichtlineare Gleichungen

Beispiel 20
Jemand lebt hemmungslos auf Kredit:
Ky = 0 - Anfangskapital
E = -3000 - monatliche Einzahlung
n = 120 - Anzahl der Monate
K, = -600000 - Endkapital

Welcher Zinssatz liegt zu Grunde?

Lésung:

- Zinsenszinsformel | "
+E( +p)" =

Ky = Ko(1 +p)"
- Nullstellenform, nichtlineare Gleichung
F() = K — Ko(1 +p)" — B2 —— =,
- Fixpunktform

0) 1/n
W) _ oy = (P K+ ENT
p o) <p(i)K0 +E :
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Nichtlineare Gleichungen

Numerische Ergebnisse:
- Einschachtelung mittels Bisektionsverfahren zum Startintervall p € [0.006, 0.01]

i |a(n%) b(in%)
1 0.6 1.0
2 | 06 0.8
30 07 0.8
4 0.75 0.8
51 0775 0.8
6 | 07875 0.8
7 | 0.7938 0.8
8 | 0.7969 0.8
9 | 07969  0.7984
10 0.7977 0.7984
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Nichtlineare Gleichungen

Numerische Ergebnisse:
- Fixpunktiteration

(i) 1/n
i+ _ (PUKi T E _ ©) _
p = (p(i)Ko TE 1, zu pY’ =0.5%

p" (in %)

0.5
0.5793
0.6433
0.6916
0.7263
0.7504
0.7668
0.7777

\IO\UI-PU)N»—O‘N.
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Nichtlineare Gleichungen

Numerische Ergebnisse:
- Newton-Verfahren mit po = 0.5%

i | i (in %)

0 0.5

1| 0.838448863019865
2 | 0.799076425304361
3 | 0.798410504163284
4 | 0.798410318103298
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Nichtlineare Gleichungen

Numerische Ergebnisse:

35 x10°

45t ]

5.5 - 1

Endkapital

-6.5 - 1

pin%
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Alte Klausuraufgabe

Aufgabe 20160803A2.

Lose A(p) = N(p) mit der Angebotsfunktion A(p) = 0.3p + In(10 + 3p) und der Nachfragefunktion
N(p)=12-2p

a) durch Bisektion (Einschachteln bis |A(p) — N(p)| < 0.1),

b) mittels Fixpunktiteration (3 Schritte),
)

¢) mit dem Newton-Verfahren (1 Schritt).
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Alte Klausuraufgabe
Aufgabe 20160803A2.

Lose A(p) = N(p) mit der Angebotsfunktion A(p) = 0.3p + In(10 + 3p) und der Nachfragefunktion
N(p)=12-2p
a) durch Bisektion (Einschachteln bis |A(p) — N(p)| < 0.1),
b) mittels Fixpunktiteration (3 Schritte),
)

¢) mit dem Newton-Verfahren (1 Schritt).

Zu losen ist:

03p+In(104+3p)=12—-2p = f(p)=03p+1In(10+3p) —12+2p =0.
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Alte Klausuraufgabe

Aufgabe 20160803A2.
Lose A(p) = N(p) mit der Angebotsfunktion A(p) = 0.3p + In(10 + 3p) und der Nachfragefunktion
N(p)=12-2p
a) durch Bisektion (Einschachteln bis |A(p) — N(p)| < 0.1),
b) mittels Fixpunktiteration (3 Schritte),
)

¢) mit dem Newton-Verfahren (1 Schritt).

Zu losen ist:

03p+In(104+3p)=12—-2p = f(p)=03p+1In(10+3p) —12+4+2p =0.
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Alte Klausuraufgabe

Aufgabe 20160803A2.

Lose A(p) = N(p) mit der Angebotsfunktion A(p) = 0.3p + In(10 + 3p) und der Nachfragefunktion
N(p)=12-2p

a) durch Bisektion (Einschachteln bis |A(p) — N(p)| < 0.1),

b) mittels Fixpunktiteration (3 Schritte),
)

¢) mit dem Newton-Verfahren (1 Schritt).

Zu losen ist:

03p+In(104+3p)=12—-2p = f(p)=03p+1In(10+3p) —12+2p =0.
Lésung fir a):

- Startintervall [a, b] mita = 3.5, b = 4.5 und f(a)
- lteration

=09, f(b) = 1.5,

c=4,fc)=029 — [3.5,4]
=375 f(c)=—-032 — [3.75,4]

¢ =3.875, f(c) = —0.014
- ausreichende Genauigkeit,da |f(3.875)| < 0.1, x* ~ 3.875.
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Alte Klausuraufgabe

Aufgabe 20160803A2.

Lose A(p) = N(p) mit der Angebotsfunktion A(p) = 0.3p + In(10 + 3p) und der Nachfragefunktion
N(p)=12-2p

a) durch Bisektion (Einschachteln bis |A(p) — N(p)| < 0.1),

b) mittels Fixpunktiteration (3 Schritte),
)

¢) mit dem Newton-Verfahren (1 Schritt).

Zu losen ist:

03p+In(104+3p)=12—-2p = f(p)=03p+In(10+3p) —12+4+2p =0.
Lésung flr b):
- lterationsvorschrift herleiten

03p+1In(l104+3p)=12—-2p = 23p=12—1n(10+ 3p)
1

pir1 = ¢(pi) = 5 (12— In(10 + 3p;),

- lteration
pi=4 pr=o(p)=3.8735, p;=3.8810, p;=3.8806.
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Alte Klausuraufgabe
Aufgabe 20160803A2.

Lose A(p) = N(p) mit der Angebotsfunktion A(p) = 0.3p + In(10 + 3p) und der Nachfragefunktion
N(p)=12-2p

a) durch Bisektion (Einschachteln bis |A(p) — N(p)| < 0.1),

b) mittels Fixpunktiteration (3 Schritte),
)

¢) mit dem Newton-Verfahren (1 Schritt).

Zu l6sen ist:

03p+In(104+3p)=12—-2p = f(p)=03p+In(10+3p) —12+2p =0.
Lésung fir ¢):

- Ableitung
3
! =03+ —+4+2=23+ ——
F(p) EETEST Tt
- lteration
it = pi— fpi)
1'(pi)

- Startndherung py = 4.0 fiihrt auf

p1 =3.8805, p, =3.8806, ps= 3.8806.
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Ubersicht

2. Analysis

2.6 Funktionen mehrerer Variabler
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Funktionen mehrerer Variabler

Funktionen mehrerer Variabler:

- abhé&ngig von n reellen Variablen,

- nimmt Werte im m-dimensionalen Raum an

iR R
y :f(x) :f(x17x27 .. 'xﬂ*hx")'

Beispiele:

f(xl,xz):x%—&—x% (n=2, m=1),

fx1,x0,x3) = sin(x% —l—x%) — e (n=3, m=1),

VX +x
flx,x) = X1X2 (n=2, m=3)
X — 21X + X3

Zunéchst bleiben wir bei

n
iR =R, y=f(xi,x2,...%0—1,%).
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Funktionen mehrerer Variabler

foy) =X+ Fxy) =xyy

5% 25 LR
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Differentiation von Funktionen mehrerer Variabler

Vorgehen:
- Differentiation nach den einzelnen Variablen,

- alle anderen Variablen werden jeweils wie Konstanten behandelt,

- Ableitungsregeln gelten unverandert,

- statt ,der” ersten Ableitung gibt es nun n partielle Ableitungen erster Ordnung,
- wonach differenziert wird, muss vermerkt werden.

Definition 2.24

Die partielle Ableitung einer Funktionf : R" — R nach x; ist definiert als
of e fle X X X, X)) — f(X)
a_xi 7]‘;51' (x) - ]112}}) h .
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Differentiation von Funktionen mehrerer Variabler

Bemerkung:
- alternative Definition mittels der 1D-Hilfsfunktion
p:R—=R,
(p(z) :f(xl,xz, ey Xie 1y, 2y Xig 1y - ,Xn),

- partielle Ableitung nach x; 1asst sich bestimmen als

o _

o = ¢ (2)-

Bestimmung partieller Ableitungen:

- wird nach x; partiell differenziert, so werden alle anderen Variablen wie Konstanten
behandelt,

- Ableitungsregeln fir x; aus dem 1D-Fall gelten unverandert.
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Differentiation von Funktionen mehrerer Variabler

Beispiele:
1. Furf(x,y) = x* +y* sind

fi=2x+0=2x,
fr =042y =2y.

2. Firf(x,y) = x*’ sind
fe=207,
h= 3%y’
3. Firf(x,y,z) = sin(x* +y?) — > sind

fo = 2xcos(x* +y%),
fy = 2y cos(® + ),
fo = —5¢*.
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Differentiation von Funktionen mehrerer Variabler

Beispiele:
4. Fir f(x,y) = sin(x) - In(y) sind

fo=cos()nG), = sin()
5. Fir f(x,y) = sin(x +y) - In(y) sind

fr = cos(x+y)In(y),

fy = cos(x+y) In(y) + sin(x + y) - %

6. Fiir K(¢,1) = /g3l + 1) = q2 (31 + 1) sind
Bl+1)7 \/31 1 31 + T
Zq%
K = Ve _ 9q
231+ 1 12142

K, =
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Differentiation

Definition 2.25

Der Gradient einer Funktion f : R" — R ist die Zusammenfassung aller partieller
Ableitungen von f(x) in einem Vektor

(oo ar\"
Vf-(a—m, PRt ax,,) .

Bemerkung:
- Komponente i entspricht Steigung von f in Richtung der i-ten Koordinatenachse,

- Vf(x) steht senkrecht auf der Isolinie der Funktion f durch x.

Richtungsabl. in (x,y) = (—0.25, —0.75)

Beispiel:

flx) = —x* — 2

Vf(x1,x2) = (jﬁ;) =2 CC‘;)
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Differentiation

Definition 2.26

Die partielle Ableitung zweiter Ordnung einer Funktionf : R" — R nach x; und nach x;,
geschrieben

2
f 7
8x,-8xj

ist definiert als die partielle Ableitung der partiellen Ableitung von f(x) nach x; nach x;.

Reihenfolge der Ableitungen ist nicht entscheidend, es gilt

>f >f

8x,-8x,- Y= 8x,-3xi -
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Differentiation

Beispiel:
faey) =X +xy+y —x+y+1
- partielle Ableitungen erster Ordnung
fio=2+y-1, fi=x+3" +1,

- partielle Ableitungen zweiter Ordnung

=(f=(2x+y—1.=2,
= (i) =@x+y—1),=1,
ﬁr—mm (x+3y° + 1), = 6y,
fo=(h)=(+3"+ 1) =1
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Richtungsableitung

Ableitung in beliebige Richtung:
- Anstieg in Richtung der x;-Achse ist partielle Ableitungen 3—5,-()“)’

- Anstieg in beliebige Richtung v = (vi,...,v,)" mit 30 vi = 1,
- Richtungsableitung
Z Vl 8x,

Beispiel:
- Anstieg von f(x,y) = x> +xy +y’ —x+y+ 1 in Richtung v = (£, 1) fiihrt auf

1
m= g(3(2x+y—1)+4( x+3y" +1)),
- Auswertung etwa im Punkt (x,y) = (1, 1) ergibt den Anstieg
_6. 16 _»
5 5 57
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Extrema von Funktionen mehrerer Variabler

Bestimmung von Extrema von Funktionen mehrerer Variabler:
- Vorgehensweise grundsatzlich analog zum Fall eindimensionaler Funktionen,
- nun verschwinden n partielle Ableitungen in einem lokalen Extremum.

Satz 2.27 (Notwendige Bedingung)

Hatf(xi,...,x,) inx* ein lokales Extremum und ist dort differenzierbar, so gilt
o _ r it Lym O ey
Vf(x*)=(0,...,0)", d.h.esgilt 8x1(x) faXn(x)fO.

Dies ist ein System mit n Gleichungen und n Unbekannten.

Definition 2.28
Istf differenzierbar und gilt Vf(x*) = 0, so wird x* eine kritische Stelle genannt.
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Extrema von Funktionen mehrerer Variabler

Hinreichende Bedingungen fiir das Vorliegen eines Minimums bzw. Maximums:
- mit Hilfe der Hesse-Matrix der zweiten Ableitungen
82

Hrsz(x) i=1...n j=1...n,

- Hinx™ positiv (negativ) definit = Minimum (Maximum),
- Definitheit einer quadratischen Matrix wird in der linearen Algebra genutzt,

- basiert auf sogennanten Eigenwerten, hier in der Vorlesung nicht behandelt, siehe
etwa G. Fischer: Lineare Algebra: Eine Einfihrung fir Studienanfdnger.
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Extrema von Funktionen mehrerer Variabler

Hinreichende Bedingungen fiir das Vorliegen eines Minimums bzw. Maximums:
- firn =2, also f(x,y):

(x",y") > 0und (fiu - fiy —ffy)(x*,y*) >0 = (x",y") lok. Minimum

«(x7,y") <ound (fu - fiy —ffy)(x*,y*) >0 = (x",y") lok. Maximum
Fu® ) £0und (fu - fiy —fo) (x",3") <0 = (x*,y") Sattelpunkt

(X7, )7) = 00der (fu - fiy —fa) (X", y") =0 = (x*,y") keine Aussage méglich,
- flir n > 3 wird’s komplizierter, dort in dieser VL nur Bestimmung kritischer Stellen

(notwendige Bedingung).

=

*

~

~
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Extrema ohne Nebenbedingungen

Beispiel 21
Gesucht sind die lokalen Extremstellen von f(x,y) = x* + xy+y* —x+y+ 1.
Die partiellen Ableitungen sind
fi=2x+y—1 fooy) =2 +xy+y —x+y+1
H=x+2y+1
und die Forderung f. = f, = 0 fihrt auf
I 2x+y=1
I x+2y=-1
[—2. 1 —3y=3.
Die kritische Stelle ist folglich bei y* = —1 und

X =1.
Hinreichende Bedingung in der Vorlesung.
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Extrema ohne Nebenbedingungen

Beispiel 22
Untersuche die Funktionf(x,y) = x> — y*:

Partielle Ableitungen sind
fo=2x  fi=-2y

Forderung f, = f, = 0 fihrt auf (x,y) = (0,0).
Aber, fiir die Hesse-Matrix

¢ )6 Y

H, = =

O )

gilt fx > 0 und fufyy — f2, < 0, also ist (0,0) ein
Sattelpukt.

Sey)
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Extrema ohne Nebenbedingungen

Beispiel 23

Fiir eine Zweiklassengesellschaft sollen im Sinne maximaler Steuereinnahmen
optimale Steuersétze berechnet werden.
Benferdinos: 26 Gelatos Einkommen , Steuersatz sg,
Steuerflucht: sz — 1/3s3
Malochos: Anfangseinkommen: ey, = 1Gelato,
Steuersatz sy
Einkommen: ey = e, (1 — sm)/(1 + sg)
Anzahl: 100mal soviele wie Benferdinos

Ziel: maximale Steuereinnahmen in Abhdngigkeit
von den Steuersétzen sp und sy
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Extrema ohne Nebenbedingungen

. 1 —
Zielfunktion: g(sm,s8) = 26(1 — 53 + 1/3s3 )55 + 100 1 +SSMSM
B
Partielle Ableitungen: 9 _ 100 -2 1 1
3sMg 1—|—sg( s+ 1), M
0 2 (1 = sm)sm
—o=2 —1)" —100——. 2
e 6(sz — 1)* — 10 ([T s ()
. . . 1
Kritische Stellen: St =5 wegen (1),
sp = 0.139 wegen (2) mit sy, = 0.5.

Hinreichende Bedingung:

—175.5926251 0 \
H;(0.5,0.139) = < 0 —10.93445612) = Maximum.
Funktionswert: gmax = g(Sir, 55) = 25.084
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Extrema ohne Nebenbedingungen

Steuereinnahmen g(su, s8):

s

s

s oo s

eSS SIS

A S S5
7

70705 0%
Uanittry g o
% %

i

sz 00

Sm
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Extrema mit Nebenbedingungen

Aufgabenstellung:

- Funktion f(xi, ..., x,) soll unter Einhaltung der Nebenbedingung
g(x1,...,x,) = 0 maximiert werden,
Naiver Ansatz:

- Nebenbedingung umstellen und in Zielfuktion einsetzen. Jedoch muss dafir die
Nebenbedingung nach einer Variablen eindeutig auflésbar sein.

Ausweg fir den allgemeinen Fall:
- Lagrange-Funktion,
- zunachst nur der Fall einer Nebenbedingung, also

f(x) = max mit der Nebenbed. g(x) =0.
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Extrema mit Nebenbedingungen

Aufgabe / Ansatz:
- maximiere/minimiere  f(x) unter der Nebenbedingung g(x) = 0.

Definition 2.29
Die Lagrange-Funktion zur genannten Optimierungsaufgabe lautet

L:R"xR— R, L(x, ) = f(x) + Ag(x)

mit dem Lagrange-Multiplikator \ € R.

Satz 2.30 (Notwendige Bedingung)

Istx* ein lokales Extremum von f(x) unter der Nebenbedingung g(x) = 0, so gibt es ein
X € R (Lagrange-Multiplikator) mit

Vf(x") + AVg(x™) = 0.
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Extrema mit Nebenbedingungen

Bemerkungen:
- Nebenbedingung muss oft noch in die Form g(x) = 0 gebracht werden,

- ist bspw.
3x1 + 2x = 17

gefordert, so hat g(xi, x2) wegen g(xi,x2) = 0 die Gestalt

g(x1,x2) = 3x1 + 2x, — 17.

Hinreichende Bedingung:
- wiederum mittels der Hesse-Matrix zweiter partieller Ableitungen.

Mathias Sawall Einflihrung in die Mathematik flir Wirtschaftswissenschaften WS 25/26 163 /330



Extrema mit Nebenbedingungen

Allgemeine Vorgehensweise zur Berechnung von Extrema unter Nebenbedingungen:
1. Aufstellen der Lagrange-Funktion (zu g(x) = 0)

L(x, A) = f(x) + Ag(x),

2. Bestimmung aller partieller Ableitungen

LX]? LX27' . 7ana L/\a

3. Ldsen des Gleichungssystems

Ly (x,\) =0,
Ly, (x,\) =0,
Ly, (x,\) =0,
L)\ (x, A) =0
nach xi, ..., x, und }\, dies sind n + 1 Gleichungen fiir n + 1 Variablen.
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Extrema mit Nebenbedingungen

Fall mehrerer Nebenbedingungen:
- einzuhalten sind gi(x) =0,i=1,...,k,
- jede Nebenbedingung bekommt eigenen Lagrange-Multiplikator

k
L:R' xR LA M) =)+ > Xigi(x),
i=1
- auch hier VL(x, \) = 0 I6sen,

- Gleichungssystem mit n + k Gleichungen
und n + k Unbekannten (xi, ..., xu, A1, .- ., Ak)-
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Extrema mit Nebenbedingungen

Beispiel 24
Unter der Nebenbedingung
x+y=—4
soll
fxy) = - +y)
maximiert werden.
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Extrema mit Nebenbedingungen

Beispiel 24
Unter der Nebenbedingung
x+y=—4
soll
fxy) ==+
maximiert werden.

0. Nebenbedingung umstellen
gx,y)=x+y+4=0.

1. Lagrange-Funktion
L(x,y, A) =f(x,) + Ag(x,y)
=X Y +Ax+y+4).

2. Partielle Ableitungen

Ly =—-2x+ A,
L= 2+
Ly :x—|—y+4.
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Extrema mit Nebenbedingungen

Beispiel 24
Unter der Nebenbedingung
x+y=—4
soll
fxy) ==+
maximiert werden.

3. Zu lésendes Gleichungssystem

I —2x + A =0
i 2y + A = 0
I x + oy = —4

V=1-1  —2x + 2 = 0
I x + oy = —4

IV +2-11 4y = -3

Lésung
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Extrema mit Nebenbedingungen

Beispiel 24
Unter der Nebenbedingung
x+y=—4
soll
fxy) =—(+y)
maximiert werden.

Dabei ist \* nicht weiter wichtig und der Extrempunkt ist

(X*vy*vf(X*vy*)) = (_27 -2, _8)'
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Extrema mit Nebenbedingungen

Beispiel 25
Maximiere die Cobb-Douglas-Funktion

flxi,x) = /xix3 unter der Nebenbedingung  g(x1,x) = x1 +x — 3.

Lésung:
- maximiere ersatzweise F ::f3,

- Lagrange-Funktion
L(x1,%x2,\) = F(x1, %) + Ag(x1,x2) = xix + A(x1 + x2 — 3),
- zu lésende Gleichungen
0 = Ly, (x1,x2,A) = B+ A
0= LXZ(xl,Xz, )\) =2x1x2 + A
0= L,\(xl,xz, )\) =Xx1 +x2 — 3,
- Ergebnisse
0=2xx0 — x5 = (2x1 — x2)x2

- x=1, x=2  F=4, f=+4=1587.
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Extrema mit Nebenbedingungen
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Extrema mit Nebenbedingungen

Beispiel 26
Maximiere f (x,y) = xy> unter der Nebenbedingung (x — 2)> + (y — 1)* = 0.5%.
Lagrange-Funktion und Ableitungen
L(x,y,A) = x* + A((x — 2)> + (y — 1)* — 0.25)
L=y +2\(x—2),
L, =2xy+2\(y — 1),
Ly=(x—2)"+(y — 1)> = 0.25.

Kritische Stellen (nur numerische Berechnung)

(x,y,\) = (1.94, 0.51, 1.97), £(1.94, 0.51) = 0.505,
(x,y, ) = (2.16, 1.47, —6.73), f(2.16, 1.47) = 4.67.
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Alte Klausuraufgabe

Aufgabe 20050131A3.
Finde die lokalen Extrempunkte der Funktion:

flz,y) = 2% + zy 4+ 20 + Tz — 14y + 3.
Wie dndern sich Extremstelle und Extremwert, wenn die Nebenbedingung
2z +3y =10

zu erfiillen ist?
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Alte Klausuraufgabe

Aufgabe 20050131A3.
Finde die lokalen Extrempunkte der Funktion:

flz,y) = 2% + zy 4+ 20 + Tz — 14y + 3.
Wie dndern sich Extremstelle und Extremwert, wenn die Nebenbedingung
2z +3y =10
zu erfiillen ist?

Lésung [:
- Gradient

4y +x— 14
- Vf = 0 fuhrt auf das Gleichungssystem

vf = <2x—|—y+7)7

2x+y=-17,
x+4y=14

- Lésung x=-6,y=5 — Kanditat fir lokales Extremum,
- Check mittels Hesse-Matrix: Minimum bei (—6, 5), Funktionswert f(—6,5) = —53.
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Alte Klausuraufgabe

Aufgabe 20050131A3.
Finde die lokalen Extrempunkte der Funktion:

flz,y) = 2% + zy 4+ 20 + Tz — 14y + 3.
Wie dndern sich Extremstelle und Extremwert, wenn die Nebenbedingung
2z + 3y =10

zu erfiillen ist?

Lésung Il
- Lagrange-Funktion

L(x,y,\) = x> + xy 4+ 2y* 4+ Tx — 14y 4+ 3 + A(2x + 3y — 10)

- Gradient
26+ y+7+2)
VL= [4y+x—14+43)\
2x+3y—10

- Lésung des Gleichungssystems Vf = 0 fihrt auf

)

. 97 « 09

X = —— y:ﬁ’

E F(x*, ") = —45.20.
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Alte Klausuraufgabe
Aufgabe 20050131A3.
Finde die lokalen Extrempunkte der Funktion:
f(z,y) =2 + 2y + 2y% + Tz — 14y + 3.

Wie dndern sich Extremstelle und Extremwert, wenn die Nebenbedingung

2+ 3y =10

zu erfiillen ist?

Graphische Darstellung:
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Ubersicht

2. Analysis

2.7 Integralrechnung
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Integralrechnung

Integralrechnung:

- Umkehrung der Differentialrechnung,

- aus dem Anderungsverhalten wird auf die Funktion geschlossen
(unbestimmtes Integral, Stammfunktion),

- mittels Stammfunktion F(x) kénnen Flachen zwischen f(x), x-Achse sowie
Grenzen x = a und x = b berechnet werden (bestimmtes Integral),

- formale Herleitung mittels Grenzwerten — fihrt auf Integrationsregeln.

178 /330
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Integralrechnung

Definition 2.31 (Unbestimmtes Integral)
Zu der Funktionf : I — R mitI C R heiB3t eine Funktion F Stammfunktion, wenn

F'(x) = f(x) fir alle x € 1.

Die Menge aller Stammfunktionen von f heif3t unbestimmtes Integral,

/ (6,

vonf.

Bemerkung:
- ist F eine Stammfunktion von f, so ist auch F + C eine SF fir alle C € R,

- daher allgemeine Schreibweise

/f(x) dx = F(x) + C.
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Integralrechnung

Stammfunktionen einiger Standardfunktionen:

n 1 n+1
__
/xdxfn lx + C

/exp(ax)dx = é exp(ax) + C
/ln(x)dx =xln(x) —x+C
/sin(x)dx = —cos(x) +C

/Cos(x)dx =sin(x) + C
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Integralrechnung

Definition 2.32

Der Flacheninhalt zwischen dem Graphen von f, der x-Achse und den Senkrechten bei
x = a und x = b heil3t bestimmtes Integral,

/a ’ ) d.

Flacheninhalte unterhalb der x-Achse zédhlen dabei negativ.

0.5

-0.5
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Integralrechnung

Berechnung eines bestimmten Integrals:
- mittels des unbestimmtes Integral bzw. einer beliebigen Stammfunktion.

Satz 2.33 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Sei F eine beliebige Stammfunktion von f. Es gilt

b

/ F(x) dx = F(b) — F(a).

a

Allgemein Ubliche Schreibweise:

/ F(x) dx = F()|” = F(b) — F(a).
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Integralrechnung

Beispiele flir die VL:
4 b 3
/ % dx, / P dx, / X3 dx,
1 a 1
b a0 0
/ sin(x) dx, / sin(x) dx, / e dx.
a 0 —oo
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Integralrechnung

Berechnung von Integralen:
- Bestimmung von Stammfunktionen oft nicht trivial,
- Integrale sind linear bezlglich des Integranden

[art as=a [ e
16+ 800 = [ 5 axt [ o0 as

und additiv bezlglich des Integrationsbereiches

[ at [0 a= [ (s o
a b a

————
F(b)—F(a) F(c)—F(b) F(c)—F(a)

- Bestimmung von Integralen mittels Stammfunktionen elementarer Funktionen und
weiterer Regeln (Substitutionsregel, partielle Integration).
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Integralrechnung

Substitutionsregel mit Intervallgrenzen (Umkehrung der Kettenregel):

- Berechnung von

/ Fle()g (1), (%)

- Variablensubstitution x = g(r) ergibt

Y0 o de=gl(0)dr,
dr
- Einsetzen in (x) fuhrt auf
b g(b)
[#tsng @) ar= [ 7 ax
a g(a)
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Integralrechnung

Substitution ohne Intervallgrenzen:

- Berechnung von
[t o

mittels Variablensubstitution x = g(z) fihrt auf

[rtsng @ ar= [ e ax

- anschlieBende Riicksubstitution der Variablen ergibt
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Integralrechnung

Partielle Integration (Umkehrung der Produkiregel):
- furs Ableiten gilt (fg) = f'g + f¢/,
- Integration beider Seiten flihrt auf

fe= /f’g+/fg',

/ F(0)g(x) dr = F(1)g(x) — / F)g () d.

und damit
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Integralrechnung

Beispiele zur Substitution mit Intervallgrenzen:
1. Fur

/ " (sin(£))? cos(t) dt

eignet sich die Substitution x = sin(z) mit & = cos(r), dx = cos(¢) d

1

1x 1
= /2 (sin(7))* cos(r) dr = / ¥ dx = %xS
0 0

0
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Integralrechnung

Beispiele zur Substitution mit Intervallgrenzen:
1. Fur

1
/ * (sin(e))? cos(r) dt
0
eignet sich die Substitution x = sin(z) mit & = cos(r), dx = cos(¢) d

1

1x 1
= /2 (sin(7))* cos(r) dr = / ¥ dx = %xS
0 0

0 3.
2. Fiar

3
/ 2xsinx® dx
0

eignet sich z = x* mit € = 2x, dz = 2xdx

3 9
/ 2xsinx2dx:/ sinzdz =1 — cos(9).
0 0
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Integralrechnung

Beispiel zur Substitution ohne Intervallgrenzen:
Far RSP
/ P eix
eignet sichy = x* —x* +xmit ¢ =3x* — 2x + 1

3¢ —2x+1 1 s
/mdx:/;dy:m(x — X +x)
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Integralrechnung

Beispiel zur Substitution ohne Intervallgrenzen:
Far RSP
/?t???“
eignet sichy = x* —x* +xmit ¢ =3x* — 2x + 1

3¢ —2x+1 1 s
XA = [ Ldy=m( - :
/ g dx /ydy n(x’ —x" +x)

— Vorgehen allgemein zur Berechnung von Integralen der Form

g'(1)
/ﬂo“

nutzen.
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Integralrechnung

Beispiel zur partiellen Integration:

1. FUr die Berechnung des Integrals von In(x) ergibt sich mittels

und der Nebenrechnung

f=x f=1
Ina) =1
= In = _
8 X)s 8 P
somit
/ln(x)dx:x~ln|x|—/x~ldx
x
:xln|x|—/1dx
=xlnx] —x+C=x(Inlx] = 1)+ C.
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Integralrechnung

Beispiel zur partiellen Integration:

2. Fir xsin(x) ergibt sich mit

/xsin(x)dxz/\xf/si\ng)/dx

80 pr(x)
und der Nebenrechnung
f = —cos(x) f = sin(x)
g =X, g/ =1

somit

/ngsin(x) dx = —xcos(x)|; — /03 — cos(x) dx

= —3cos3+0— (— sin(x)|;)

= —3cos(3) +sin(3) — 0 = —3 cos(3) + sin(3).
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Anwendung Integration

Durchschnittlicher Wert einer Funktion f(x) Gber Intervall I = [a, b]

| b
b_a/f(x)dx.

Beispiel 27
Der Wert einer Aktie verhielt sich in den letzten beiden Jahren wie

f(x) =24 0.14* + 0.2sin(27x),  x€[0,2].
Durchschnittlicher Aktienwert

2

D= % / 2 + 0.1x* + 0.2 sin(2mrx) dx
0

1 2

ol
= §(2x+ OTx3

ot cos(2mx))
7T 0
=2.133
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Anwendung Integration

F(x) =2+ 0.1:% + 0.2 sin(27x)

3
2 K
1
0
0 1 2
Zeit [y]
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Unendliche Integrationsgrenzen

Definition 2.34
Seif : [a,00) — R eine Funktion mita € R. Falls der Grenzwert

lim /aRf(x) dx

R—o0

/a T f) ax

existiert, so nennen wir

ein uneigentliches Integral.

Bemerkung:

- falls der Integrand an einer Grenze nicht definiert ist, so wird dies auch als ein
uneigentliches Integral bezeichnet,

- zwei Beispiele hierzu sind

1 1
/ ldx:oo, / In(x) dx = —1.
0o X 0
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Uneigentliche Integrale

Beispiele mit unendliche Integrationsgrenzen:

/ exp(x) dx = —exp(—x)‘gQ =0—-(-1)=1,
0
<1 | BT
Cdr= = |® =0 (1) =1
[ gl =o—n=1,

< 1 oo T T
/oo x2——|—1 dx = arctan(x)|_oo = E — (—E) = T.

Beispiel mit kritischen Grenzen:

1 0 1—e

1 1 1
———dx = lim ———dx+ lim dx
/4 V1—x2 =40 _14e V1 — A2 e=+0 /1 —x?

= — lim arcsin(—1+¢) + lim arcsin(l — ¢)
e——+0 e——+0

=—(-5)+5=m

195/ 330
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GauBsches Fehlerintegral

GauBsches Fehlerintegral:

- von besonderer Bedeutung u. A. in der Statistik,
- esgilt
/ exp(—%xz)dx:\/%r

oder anders geschrieben

- Fehlerfunktion
erf(x / ex 1 )d
= Vo p(=3

erf(0) = 0.5,
- die Fehlerfunktion steht in jedem vernuinftigen Computerprogramm zur Verfligung.

mit
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Numerische Integration

Numerische Integration:
- wird z. B. genutzt, falls keine der analytischen Methoden erfolgreich anwendbar ist,
- ndherungsweise Berechnung des bestimmten Integrals

= / £(x)dx,

nutze bestimmte Funktionswerte,

Schrittweite h = (b — a)/n, (n + 1 Stitzstellen),
- Stutzstellenx; =a+i-h, firi=0,1,2,...n,
Funktionswerte y; = f(x;), fri = 0,1,2,...n.
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Numerische Integration

Numerische Integration:

- wird z. B. genutzt, falls keine der analytischen Methoden erfolgreich anwendbar ist,
- naherungsweise Berechnung des bestimmten Integrals

1—/bf(X)dx7

- nutze bestimmte Funktionswerte,
Schrittweite h = (b — a)/n, (n + 1 Stitzstellen),
Stiitzstellenx; =a+i-h, flri=0,1,2,...n,

- Funktionswerte y; = f(x:), firi = 0,1,2,...n.

I=52083 1~ 2.8935 1~ 43724
) / ) )/ ’
6 6 A 6
4 / 4 ya 4
2 / 2 '_‘> 2
0 ~ e 0 ~__ /,,f" 0 ~

-1 0 1 2 3 -1 0 1 2 3 -1 0 1 2 3
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Numerische Integration

Numerische Integration:

- wird z. B. genutzt, falls keine der analytischen Methoden erfolgreich anwendbar ist,
- naherungsweise Berechnung des bestimmten Integrals

1—/bf(X)dx7

- nutze bestimmte Funktionswerte,
Schrittweite h = (b — a)/n, (n + 1 Stitzstellen),
Stiitzstellenx; =a+i-h, flri=0,1,2,...n,

- Funktionswerte y; = f(x:), firi = 0,1,2,...n.

I=52083 1~ 54977 1~ 5.2405
8 L/ 8 L/ 8 L/
/ / /
6 6 6
4 / 4 4
Y I L
P — = P — P —
40 1 2 3 40 1 2 3 40 1 2 3
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Numerische Integration

Einfache Methoden:
- Trapezregel

T, :T(fva7b7n) :h(}% +yi+ -t Y- “F}%),

- Simpsonregel (n gerade wahlen)

h
Sﬂ = S(fva: b,}’l) = g(yo +4yl +2y2 +4y3 + - +4yn—l +yn)-

Restglied (Fehlerwerte):
- Trapezregel (f zweimal stetig differenzierbar)

(b — a)h?

I1=T,+R"” mit R" =— 3 £(¢€) furein ¢ € (a,b),

- Simpsonregel (f viermal stetig differenzierbar)

_ 4
1=5,+RY mit RY = —%ﬂ‘” (&) firein¢ e (a,b).
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Numerische Integration

Beispiel:
- Bestimmung von

6 2
1= / exp (-%) ~ 2.506548883,

—4

- Stammfunktion nicht zugénglich,
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Numerische Integration

Beispiel:
- Bestimmung von

6 e
1 :/ exp (—5) ~ 2.506548883,
—4

- Stammfunktion nicht zugénglich,
- Trapezregel mitn = 6 bzw. n = 30

f(x), n =6 Trapeze f(x), n =30 Trapeze
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
L -2 0 2 4 6 Yy -2 0 2 4 6
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Numerische Integration

Beispiel:
- Bestimmung von

-

6 . ( X
Xp | ——=
. 2

- Stammfunktion nicht zugénglich,
- Fehlerwerte fiir Trapez- und Simpsonregel (mit I = 2.506548883)

) ~ 2.506548883,

n T, — 1| S, — 1

6 |352-107° | 9.08-107°
10 | 9.21-107° | 1.21-1072
20 | 2.65-107° | 4.66-107°
30 | 1.21-107° | 1.07-107°¢
100 | 1.12-107° | 9.59-107°
200 | 2.79-1077 | 6.04-107"°
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