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2. Ubung zur Vorlesung ,Mathematische Methoden in den Wirtschaftswissenschaften®

Aufgabe 6:

Die Annahme einer relativen Wachstumsrate von p € R fiihrt auf die Differentialgleichung
x(t) = px(t).
(a) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung.
(b) Welche Losung erfiillt die Bedingung z(0) = 57
(c) Berechnen Sie weiter die Losung der inhomogenen Gleichung #(t) = px(t) + 0.0057
Aufgabe 7:

(a) Skizzieren Sie das Richtungsfeld von ¢/(z) = —x/y.

(b) Zeichnen Sie die Losung, welche durch den Punkt y(—1) = 0 geht und bestimmen Sie die
Losung analytisch.
BEMERKUNG: Dies ist kein sinnvoller Anfangswert, da lim,_,o 3y’ =NaN.

Aufgabe 8:

Approximieren Sie die Entwicklung einer Bevolkerung ohne Beriicksichtigung von Zu- und
Abwanderung. Nutzen Sie in der Modellierung eine Lebenserwartung von 70 Jahren.

(a) Gehen Sie von 2.3 Kindern pro Elternpaar aus.

(b) Nutzen Sie als Geburtenrate & = x(go — s — bz) mit geeigneten Parametern g, s,b € R..
Berechnen Sie m = 3 Schritte mit dem Euler-Verfahren zur Schrittweite h = 0.5.

Aufgabe 9:

Modellieren Sie das Wechselspiel zwischen Beschiftigungsgrad v(t) und Lohnquote u(t) mittels
des Goodwin-Modells zu o = 0.05, 5 = 0.01, ¢ = 10, p = 0.1 und ~ = 0.01.

(a) Nutzen Sie das Euler-Verfahren zur Approximation der Losung. Wahlen Sie h = 0.1 als
Schrittweite und ¢ € [0, 300] sowie die Anfangswerte u(0) = 0.5, v(0) = 0.75.

(b) Was wire die Gleichgewichtslosung?
Aufgabe 10:

(a) Skizzieren Sie das Richtungsfeld der logistischen Gleichung

(t) = ax(t)(b — 2(1))
fir a = b =1 sowie (¢,z) € [0,5] x [0,1.5].

(b) Seien z(t) die Losung der Differentialgleichung und ¢y deren Wendestelle. Zeigen Sie, ohne
das Resultat von (c) zu nutzen, dass z(ty) = b/2 gilt.

(c) Zeigen Sie, dass

)= e
ETT Cbexp(—abt)

mit C € R die Differentialgleichung 16st.
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Aufgaben zum Selbststudium & zusitzlichen Uben zur 2. Ubung

Ubungsaufgabe 1:

Gegeben ist die Differentialgleichung

Y (z) = —2z(y())’

(a) Skizzieren Sie das Richtungsfeld der Differentialgleichung fiir (z,y) € [-2,2] x [-2,2].
(b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung.

(c) Welche Losung erfiillt den Anfangswert y(0) = 17

(d) Welche Losung erfiillt den Anfangswert y(0) = —17

Ubungsaufgabe 2:

Zeigen Sie, dass die Losungen der Volterra-Lotka-Differentialgleichung
/
<x(t)> _ <ax(t) - bx(t)y(t)) (1)
y(t) cr(t)y(t) — dy(t)

cx(t) — dln(x(t)) + by(t) — aln(y) = C

auf den Kurven

mit Konstanten C' € R liegen. Leiten Sie dazu (1) nach ¢ ab und beachten Sie, dass C’ = 0.

Ubungsaufgabe 3:

Betrachten Sie das modifizierte SEIR-Modell (ohne Stufe E, dafiir aber mit zeitlich begrenzter
Immunitét nach einer Infektion)

s\’ —aSI + B8R
Il =1 aSI—~I
R ~I — BR

Berechnen Sie die Gleichgewichtslésungen in Abhéngigkeit von den Parametern.

Ubungsaufgabe 4:

Dem Fadenpendel (Fadenlénge I, Masse m) liegt die Differentialgleichung
mlp = —mgsin ¢
zugrunde. Fiir kleine ¢ gilt sin ¢ =~ ¢ und die Differentialgleichung lasst sich umformen zu
p=-2yp.
l

Zeigen Sie, dass ¢(t) = C'sin(wt+ D) mit der Kreisfrequenz w = /g/l die Differentialgleichung
16st und bestimmen Sie die Konstanten so, dass ¢(0) = 0.2 und ¢(0) = 0.



