Ubersicht

3. Lineare Algebra
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Ubersicht

3. Lineare Algebra
3.1 Vektoren und Matrizen
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Vektoren

Einfachstes Beispiel eines Vektors:

- n-Tupel reeller Zahlen,
- Zeilenvektor x = (x1,x2,...,x,) mit x; € R,

- Spaltenvektor
i
y - I
Ym
- Beispiele
9
w = (35,2,17), z= [ 11
18
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Vektoren

Transponieren eines Vektors:
- macht aus einem Zeilenvektor eine Spaltenvektor und umgekehrt

35
(35,2,11)" = 2 |,
17
9 T
11| =(9,11,18).
18
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Vektoren

Visualisierung in der Ebene:

- Zwei- und dreidimensionale Vektoren werden haufig als Pfeile visualisiert,

- Einige Vektoren:

5

4 1

3
g2 205

’

0
0 1
’
1 05 05
2 -1 0 2 3 0 0
X1 *2 X1
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Vektoren

Rechenregeln fir Vektoren:
- Addition von Vektoren gleichen Formats

(x1, %255 2%) A+ 1, v e y) = (Y, X Ay X )
- Subtraktion von Vektoren gleichen Formats
(X1 e e ey Xn) — 1y e ey yn) = (X1 = Yiye ooy Xn — Yn)s
- Multiplikation mit Skalaren (d. h. Zahlen)
a(xt, ..., x) = (axi,y ..., ax),

- Vektoren unterschiedlichen Formats lassen sich nicht Addieren.
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Vektoren

Addition und Subtraktion von Vektoren - graphisch:
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Lineare Raume

Definition 3.1
Vektoren sind Elemente eines Vektorraums.
Ein Vektorraum V ist eine nichtleere Menge mit zwei Operationen

(i) x,yeV = 3dx+yeV Addition
(i) acK,xeV = ZFJawxeV Multiplikation mit Skalar
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Lineare Raume

Definition 3.1
Vektoren sind Elemente eines Vektorraums.
Ein Vektorraum V ist eine nichtleere Menge mit zwei Operationen

(i) x,yeV = 3dx+yeV Addition
(i) acK,xeV = ZJaxeV Multiplikation mit Skalar

Anmerkungen:

- Vektoren aus verschiedenen Vektorrdumen lassen sich im allgemeinen nicht
sinnvoll addieren,

- x + y ist nicht ausfirbar, wenn die Formate nicht zu einander passen,
- Vektorrdume werden auch lineare Raume genannt,
- Standardfallist K = R, eventuell K = Q, K = C.
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Lineare Raume

Definition 3.1
Vektoren sind Elemente eines Vektorraums.
Ein Vektorraum V ist eine nichtleere Menge mit zwei Operationen

(i) x,yev = 3dx+yeV Addition
(i) acK,xe€V = ZJaxeV Multiplikation mit Skalar

Beispiel 1: Ist V = R" ein VR?
- V=R"mitn > 1ist ein Vektorraum, denn
(i) alx, ..., x) = (ax,...,ax)" € R",

(i) )+ O y) ) = Gy yn) ER
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Lineare Raume

Definition 3.1
Vektoren sind Elemente eines Vektorraums.
Ein Vektorraum V ist eine nichtleere Menge mit zwei Operationen

(i) x,yev = 3dx+yeV Addition
(i) acK,xeV = ZJaxeV Multiplikation mit Skalar

Beispiel 2: Ist V = R, ein VR?

- V=R ist kein Vektorraum, denn z.B. flir n = 2:

000 ()-0-C)

ev ev av

also ist die Linearitat gebrochen.
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Lineare Raume

Definition 3.1
Vektoren sind Elemente eines Vektorraums.
Ein Vektorraum V ist eine nichtleere Menge mit zwei Operationen

(i) x,yev = 3dx+yeV Addition
(i) acK,xe€V = ZJaxeV Multiplikation mit Skalar

Beispiel 3: Menge aller Polynome bis zum Grad p

- Sei V die Menge aller Polynome vom Grad kleiner oder gleich p,
also z.B. fur p = 4 sind

Yev, K43 —d—1evV, sin(x) ¢ V,
- Vistein VR, denn

(i)  f,g Polynome vom Grad <p = f+gPolyn.vom Grad <p
(i)~ f Polynom vom Grad < p = of Polynom vom grad < p.
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Lineare Raume

Definition 3.1
Vektoren sind Elemente eines Vektorraums.
Ein Vektorraum V ist eine nichtleere Menge mit zwei Operationen

(i) x,yeV = 3dx+yeV Addition
(i) acK,xeV = ZFJawxeV Multiplikation mit Skalar

Beispiel 4: Ist V = {x ¢ R*: x3 = 0} ein VR?
- V={xeR®: x3 =0}ist VR, denn

X1 Yi X1+ yi X1 axi
(i) x|+l =|x+»], (i) alx]=an| eV,
0 0 0 0 0
—— e N———
ev ev ev
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Lineare Raume

Definition 3.1
Vektoren sind Elemente eines Vektorraums.
Ein Vektorraum V ist eine nichtleere Menge mit zwei Operationen

(i) x,yeV = 3dx+yeV Addition
(i) acK,xeV = ZFJawxeV Multiplikation mit Skalar

Beispiel 5: Ist V = {x ¢ R*: x3 = 1} ein VR?
V={xeR: x3 =1} istkein VR, denn

X1 Yi X1+ y
(i) |+{»n|l=(t+ty»|,
1 1 2
e—— e N———
ev ev ¢v
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Langenmessung in der Ebene

Ebener Vektor von Punkt P nach Punkt Q:

0.6f
05¢ 0
0.4
0.3} PQ
0.2f
01r P
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Vektornormen

Idee der Normen:
- Vektoren eine Maf3zahlen zuordnen,
- fur die MaBBzahlen gelten bestimmte Rechenregeln,
- verschiedene Normen ergeben verschiedene MaBzahlen.

Definition 3.2
Sei V ein Vektorraum (iber dem Kérper K (oft ist K = R). Eine Vektornorm ist eine
Abbildung || - || : V — K und definiert die Ldnge eines Vektors sowie Abstédnde inV. Sie
besitzt die Eigenschaften
Ix >0 und |x|=0 < x=(0,...,0)T (Definitheit),
M) = [Alllx]] VA eK (Linearitét),
[l + ¥l < [lx[ + [yl Vx,y €V (Dreiecksungleichung).
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Vektornormen

Definition 3.3
Firp € N, p > 1 ist die I”-Norm

Oft genutzte Standardnorm:
- Euklidische Norm (2-Norm) in R"

- euklidische Lange der Vektoren.
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Vektornormen

Beispiele flir p-Normen:
- Betragssummennorm (/'-Norm)

llxlle = fen] + -+ |ral,
Euklidische Norm (2-Norm)

Ixll2 = 4/x2 + 3 + ...+ 22,

[[¥lloo = max |xi],
i=l...n

- Maximumnorm (1°°-Norm)

- zux=(1,-2,3,—4) € R* sind

lxll2 = /12 4 (=2)2 + 32 4 (—4)2 = V30 ~ 5.48,
x|l = 1+2+3+4: 10,
[[4][oc = 4.
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Vektornormen

Metrik:
- Abstandsmessung zwischen zwei Punkten

d(x,y) =[x =l

N 1 o -3
5)° Y 2
Abstand zwischen x und y ist

d(x,y) = V(1= (=3 +(5-2? = V25 =5.

- Beispiel fir v = R?
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Produkte

Definition 3.4

Das Euklidische Skalarprodukt (inneres Produkt) von Vektoren x,y € R" ist

(x,7) Z xiyi.

Weiter heiBen zwei Vektoren x,y orthogonal, wenn (x,y) = 0 gilt.

Beispiel:

1 —1
(2)-<3):1-(—1)+2-3:—1+6:5
Bemerkungen:

- die Euklidische Norm I&sst sich definieren als ||x||> = /(x, x),

- es gibt noch Vektorprodukt und Spatprodukt — lassen wir aus.
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Matrizen

Definition 3.5
Eine m x n-Matrix hat die Form

A= D | eR™”
Aaml cee Amn

Die einzelnen Eintrdge a; (i-te Zeile, j-te Spalte) werden Elemente genannt.

Beispiel flr Matrizen:

A= —1 —1 c R#Zeilenx#Spalten — RSXZ.
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Matrizen

Weiteres Beispiel fiir Matrizen:

o 14 ™ 2e 2%3
s= (14 7 2w

Komponentenweise Definition:

Ce R3X27 ci=0,cn=5 cn=cn=1,c1=c1=-1
0 1
=C=\|-1 1
-1 5
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Matrizen

Bemerkungen:
- fir m = n wird A eine quadratische Matrix genannt,

- Vektoren sind spezielle Matrizen,
Zeilenvektoren sind Matrizen aus R'*",
Spaltenvektoren sind Matrizen aus R™*',
- Transponieren, also A”, vertausch Zeilen und Spalten
T

A=|-1 -1 :A:(? :i ;)
1 5
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Multiplikation von Matrizen und Vektoren

Matrix-Vektor-Multiplikation:
- nur fir passende Formate (!),
- A-xgehtnurflirA e R"*" und x € R"

n

2 X
al . ain X1 j=1

A-x= = ,

aml a X, -

m .. mn n Z .

AmjX;
j=1

- das Produkt ist hier also ein Spaltenvektor.
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Multiplikation von Matrizen und Vektoren

Beispiele:
- einFallmitA e R**2, x e R* also A - x € R?, mit

1 2 1-742-(~1)
7

3 4. =13-7+4-(-1)

5 6 <_1) 5:-7+6-(-1)

5
=(17],
29
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Multiplikation von Matrizen und Vektoren

Beispiele:
- einFallmitA e R**2, x e R* also A - x € R?, mit

1 2 1-742-(~1)
7

3 4. =13-7+4-(-1)

5 6 <_1) 5:-7+6-(-1)

5
=(17],
29

- einFallmitA e R¥?*3, x e R* also A - x € R?, mit

A
3031

)= (R - ()
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Multiplikation von Matrizen

Matrixmultiplikation:
- nur fir passende Formate (!),
- A-BgehtnurfiirA € R"™" und B € R"™*¥,
- gerechnet wird Zeile mal Spalte

(A-B)ig=> aghy, i=1,...m j=1, .k
j=1
- das Produkt ist hier also eine m x k-Matrix,

- i.a. gilt nicht AB = BA (!),
- die Matrix-Vektor-Multiplikation ist ein Spezialfall der Matrixmultiplikation.
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Multiplikation von Matrizen

Beispiel zur Matrixmultiplikation:

(l)f.<1001>_
3 o) \2 1 01

1+2-2 1-0+2-1 1:0+2-0 1-1+1-2
-1+1-2 0-0+1-1 0-0+0-1 O0-14+1-1
-1+0-2 3.0+0-1 3-0+0-0 3-140-1

S = N
S O O
W = W
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Multiplikation von Matrizen

Beispiel zur Matrixmultiplikation:

1 2 0 0 1 1-1+2-2 1-042-1 1-0+2-0 1-1+1-2
( 1 0 1>: 0-0+1-1 0-04+0-1 O-141-1
30 3-140-2 3-040-1 3-0+0-0 3-1+40-1

5 2 0 3

= 1 0 1

30 0 3
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Multiplikation von Matrizen

Beispiel zur Matrixmultiplikation:

1 2 10 0 1 1-1+2-2 1-04+2-1 1-0+2-0 1-141-2
0 1 ~<2 1 0 1)— 0-1+1-2 0-04+1-1 0-0+0-1 O-1+4+1-1
30 3-1+40-2 3-040-1 3-0+0-0 3-140-1
5 2 0 3
=12 1 0 1
30 0 3
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Multiplikation von Matrizen

Weiteres Beispiel zur Matrixmultiplikation:
- ein Fall mit A € R**? und B € R**? der Form

G- 9-Gamy - )
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Ubersicht

3. Lineare Algebra

3.2 Lineare Gleichungssysteme
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Lineare Gleichungssysteme

Definition 3.6
Das System
anxy + anxy + + awx, = b
axxy  +  anxa + + awxn = b
oo+ L+ + o=
am1X1 + amp X2 I + AmnXn - bm

heiB3t lineares Gleichungssystem (LGS) mit den Koeffizienten a;;, den rechten Seiten b;
und den (unbekannten) Variablen x;.
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Lineare Gleichungssysteme

Definition 3.6
Das System
anxy + anxy + + awx, = b
aixir  +  anxy + + awxyn, = b
oo+ L+ + o=
am1X1 + am2 X2 + + AmnXn = bm

heiB3t lineares Gleichungssystem (LGS) mit den Koeffizienten a;;, den rechten Seiten b;
und den (unbekannten) Variablen x;.

Kurzschreibweise:

Ax=0>b
mit A € R™*", x € R" und b € R”, denn es gilt

al e ain X1 b]

anl ... Omn Xn b

Mathias Sawall Einflihrung in die Mathematik flir Wirtschaftswissenschaften WS 23/24 234 /324



Lineare Gleichungssysteme

Beispiel 25
Gegeben sei das LGS

3x1 +4x, = 17
X1+x =5

oder in Kurzschreibweise

Ax=b mit A= G ‘1‘) eR¥™? p= (157) € R%.

55 = (xl) S Rz,
X2

Gesucht ist

Sso dass Ax = b.
Lésung: x1 =3,x =2.
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Lineare Gleichungssysteme

Definition 3.7

Verschwinden in einem LGS alle b;, d. h. b; =0, i = 1,...,m, so hei3t das System
homogen, ist mindestens ein by, # 0, so hei3t es inhomogen.

Ein Vektor x = (x1,x2,...,x,)" € R", der das LGS Ax = b erfiillt, heiBt Lisung und die
Menge aller x € R", die das LGS erfiillen, hei3t Lésungsmenge oder allgemeine
Ldsung.
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GauB Algorithmus

Die Lésungsmenge eines LGS bleibt unverandert, wenn:
- zwei Gleichungen vertauscht werden,
- eine Gleichung mit o # 0 multipliziert wird,
- ein Vielfaches einer Gleichung zu einer anderen addiert wird.

Gauf3 Algorithmus:

- stellt eine Strategie zum Lésen des Gleichungssystems Ax = b dar,

- das LGS wird geldst oder als nicht I6sbar erkannt, ggf. entstehen auch vieldeutige
Lésungen,

- besteht aus zwei Schritten, der Vorwértselimination und der
Rickwéartssubstitution.
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GauB Algorithmus

Vorwértselimination:

- Vielfache einer ausgewahlten Gleichung werden von den jeweils anderen
Gleichungen subtrahiert,

- umgeformte Gleichungen haben eine unbekannte Variable weniger,
- Vorgang wird zwecks Eliminierung weiterer unbekannter Variablen wiederholt,
nur eine Gleichung, die dann zu l&sen ist, bleibt Ubrig.

Rickwartssubstitution:

- die bereits ermittelten Variablen werden von unten nach oben in die jeweils
ausgewahlten Gleichungen eingesetzt,

- man erhalt jeweils eine Ldsung fir eine weitere Variable.
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Gauf3 Algorithmus

Beispiel 26
a) Vorwértseliminierung:
I 2x1 4+ 4x 2x3 = 6
// X1 — X2 5X3 = 0
I 4x, + X2 2x3 = 2
/ 2x1 + 4x 2x3 = 6 I
II— % [: Ox; — 3x 6x3 = -3 r
I//-2/ 6 0)61 — 7XZ 2)63 = —10 ///’
13— :—; Ir: Ox, 12x3 = -3
= X3 = %
Das System |, Il, Ill wird umgeformt zu I, II’, III”
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GauB Algorithmus

Beispiel 26 (Fortsetzung)
b) Rlicksubstitution:

X3:%I'n”’.' —3X2+6~i:—3 = XzZ%
xz:%,)Q:%llnl.' 2x1+4-%—2~%:6 = X]:%
Lésung:

1
4 0.25
T o
=3y - [2]- (5%
. 0.25
1
4
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GauB Algorithmus

Beispiel 4 x 4:
1 1 1

-1 1 -1
1 -1 -1
-1 -1 1
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GauB Algorithmus

Beispiel 4 x 4:
1 1 1 1 —1
1 -1 1 —1 0
A= 1 1 -1 -1’ b= 1
1 -1 -1 1 2
1 1 1 1| -1
1 -1 1 -1 0|1
1 1 -1 -1 111
1 -1 -1 1 211
-2 0o -2 1
0o -2 =2 210
-2 =2 0 311
-2 =2 2
-2 2 211
4 0
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GauB Algorithmus

Beispiel 4 x 4:

n= 10— (<1) ~ (~5) =

11 oo o
x= (5, ~5 -1, O) ist eindeutige Lésung.
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GauB Algorithmus

Beispiel 3 x 4:
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GauB Algorithmus

Beispiel 3 x 4:

(N S T N
1 -1 1 —1]2]1
11 -1 —1[3]1
2 0 2|1
0 -2 -2 ‘ 2 ‘ 0
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Gauf3 Algorithmus

Beispiel 3 x 4:
1 1 1 1 1
A=11 -1 1 -1}, »=
1 1 -1 -1 3
X4 =
x3=02+20)/(-2)=-1-«
1
n=—z-a (wegen —2x, —2a=1)

x1:l—xz—xg—m:1—&—%—1—01—&—1—&—04—04:2.5—&—04

25 1
| -0 ~1
il ST Ba I

0 |
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Gauf3 Algorithmus

Beispiel 4 x 4 (linear abhangig):

1 1 1 1 -1
1 -1 1 -1 0
A= 1 1 -1 =1/’ b= 1
3 1 1 -1 0

Bemerkung:
- letzte Zeile ist Summe der ersten drei Zeilen,

- bei der rechten Seite ebenfalls = letzte Zeile redundant,
= Lésungsmenge identisch der vom 3 x4 System.
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Gauf3 Algorithmus

Beispiel 4 x 4 (linear abhangig):

1 1 1 1 —1
1 -1 1 -1 0
A= 1 1 -1 -1/’ b= 1
3 1 1 -1 0
1 1 1 1] -1
1 -1 1 -1 01
1 1 -1 -1 1)1
3 1 1 -1 03
-2 0 -2 1
0o -2 =2 210
-2 -2 -4 3|1
-2 -2 2
-2 =2 2
0 0
= rank(A) =3
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Gauf3 Algorithmus

Beispiel 4 x 4 (linear abhangig):

1 1 1 1 -1

1 -1 1 -1 0
A= 1 1 -1 =1}’ b= 1

3 1 1 -1 0
X4 =
n=-1—-«o

1

xz:(1—|—2a)/(—2):—§—a

X *—1—04—4—1—&—04—1—1—&— *l—i—
1 = ) 04—2 0%

T
= x= <% —%, —1,0) +a(l, -1, -1,1)", aeR
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Gauf3 Algorithmus

Beispiel 4 x 4 (Widerspruch):

1 1 1 1 —1
1 -1 1 -1 0
A= 1 1 -1 =1/’ b= 1
3 1 1 -1 2

Widerspruch:
- letzte Zeile ist Summe der ersten drei Zeilen,

- aber by #b] + by + bs.
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Gauf3 Algorithmus

Beispiel 4 x 4 (Widerspruch):

1 1 1 1 -1
1 -1 1 -1 0
A= 1 1 -1 -1}’ b= 1
3 1 1 -1 2

W —— -
—_
|
—_
|
_

o
|
)
|
(3]
R A [Un o =0 — o —

Widerspruch:
letzte Gleichung wird zu Oxs = 2.
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LR-Zerlegung

Problemstellung:
- mehrere Gleichungssysteme, alle dieselbe Matrix A jedoch unterschiedliche b,
- LR-Zerlegung speichert die Schritte der Eliminierungin L,
- zusétzlicher Rechenaufwand ab dem 2. System: Ricksubstitution (2x)

LR-Zerlegung einer Matrix A € R"*":

1 0 0 ri ri2 Fin

121 1 0 0 1 n
A=1LR= . .

In 1 0 0 - Im

Optionale Zeilentausche:

- falls der flhrende Eintrag null ist, missen Zeilen getauscht werden,
— sogenannte Pivotisierung (lassen wir hier weg).
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LR-Zerlegung

Berechnung einer Lésung:
- in Matrixschreibweise

Ax=L Rx =b = Ly=b, Rx=y,
~~
N
- oder komponentenweise

i—1

1 .
yi = L—ii(b,- - Z}Lijyj), i=1,...,n,
=
sowie anschlieBend

1 . .
Xi = R—ii(yi—j:;IRjin), i=nn-—1,...,2,1.
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LR-Zerlegung

Beispiel 27

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem in Kurzschreibweise

2 4 =2

1 —1 5

4 1 -2

1 2 4 =2

-1 |0 -3 6

-2 0o -7 2

0 2 4 -2

1 0 -3 6

-7 ]0o o0 -12

Faktoren zur Vorwdrtseliminierung werden negiert und ergeben die Spalten L als

L=

und es geht weiter mit dem Lésen von Ly = b.
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Alternative Methoden

Cramersche Regel:
- basiert auf Determinanten und sogenannten Adjunkten,
- nur anwendbar, wenn es eine eindeutige Lésung gibt,
- Formeln auf folgender Folie.

Determinanten:
- Kennzahl (aus R) quadratischer Matrizen, Schreibeweise det(A) oder auch |A],
- A besitzt eine Inverse < det(A) # 0,

-zB.firn=2
ain  an
det =
¢ (<a21 azz>)

=daip - ax» —dadp-ai.
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Alternative Methoden

Cramersche Regel:

- firn =2 qgilt
. bian — ban aiby — axb
| = =
anaxn — aznar’ aiaxn — azan
- firn =3 qilt
_ bianass — bianazy, — branass + braizan + bsanaxs — bzaizax
det(A) ’
. —biaziasz + biaxasz + branass — braizazr — byayax + bzaizax
) =
det(A) ’
biaziasy — biarnaszi — branasn + branas + bzaian — byanas
X3 =
det(A)
mit

det(A) = ananas — ananan — ananas + anapas + aiaxan — ai3ands.
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Alternative Methoden

Definition 3.8

Falls fiir A, B € R"™" gilt
AB=BA =1=I,x, € R"™",

so heiB3t B Inverse von A (Bezeichnung:B = A™").
Gleichzeitig ist dann auch A die Inverse von B (A = B™").

Anwendung:
- Lésung eines linearen Gleichungssystems
Ax=0»b
als
x = Ailb,

- es ist jedoch selten effektiv, die Inverse zu berechnen, wenn nur ein
Gleichungssystem mit der Systemmatrix A gelést werden soll.
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Inverse Matrix

Existenz der Inversen:

- nur quadratisch Matrizen (A € R"*") kdnnen eine Inverse haben,
- dies ist aber nicht hinreichend, denn nicht invertierbar ist beispielsweise

(1 1 2x2
(! esn

- die Spalten von A missen linear unabhangig sein (siehe dazu Definition 3.10).

Einfacher Fall n = 2:

- Inverse existiert, falls ajja» — annax # 0, dann

—1
an  an _ 1 an  —an
dx  ax apiaxy — apazr \ —azi ari
- Hauptdiagonalenelemente tauschen, Nebendiagonalenelemente wechseln das
Vorzeichen, alles durch die Determinante teilen.
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Alte Klausuraufgabe

Aufgabe Ad:

Uli stellt einen Haushaltsplan fiir die néchste Saison auf und will die Solde fiir David, Mats, Jerome
und Joshua festlegen. Folgendes ist zu beriicksichtigen: Joshua soll soviel bekommen, wie David und
Mats zusammen. Mats und Joshua wiederum sollen zusammen soviel erhalten wie Jerome und David
zusammen. David soll 2 Mio. € mehr bekommen als Mats. Wenn David 20% mehr bekidme, wiirden
er und Mats zusammen 1 Mio. € mehr bekommen als Joshua.

Stellen Sie ein lineares Gleichungssystem fiir die vier Solde auf und bestimmen Sie diese.
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Alte Klausuraufgabe

Aufgabe Ad:

Uli stellt einen Haushaltsplan fiir die néchste Saison auf und will die Solde fiir David, Mats, Jerome
und Joshua festlegen. Folgendes ist zu beriicksichtigen: Joshua soll soviel bekommen, wie David und
Mats zusammen. Mats und Joshua wiederum sollen zusammen soviel erhalten wie Jerome und David
zusammen. David soll 2 Mio. € mehr bekommen als Mats. Wenn David 20% mehr bekidme, wiirden

er und Mats zusammen 1 Mio. € mehr bekommen als Joshua.

Stellen Sie ein lineares Gleichungssystem fiir die vier Solde auf und bestimmen Sie diese.

Lésung (Sold in Mio. €):
- Gleichungen

- lineares Gleichungsystem

—1

—1
1

1.2

A=

- Xpa = 5, XmMa = 3, Xje = 6, x50 = 8.

Mathias Sawall
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XJo = XDa + XMa,

XMa + Xjo = XDa + XJe,
XDa = XMa + 2,

1.2xpa + Xpa = xjo + 1,

-1 0 1\ /[ 0
1 =1 1) {xm) _[O
-1 0 0 e | T2
10 -1/ \we 1
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Alte Klausuraufgabe

4. Aufgabe.

Der Umsatz einer Firma war in der EU dreimal so hoch wie der in Asien, Amerika und Australien
zusammen. Amerika brachte $2 Mio mehr als Australien und Asien zusammen. Selbst wenn Asien um
150% zulegte, so schmélze der Vorsprung Amerikas auf Asien und Australien zusammen nur auf $0.8
Mio. EU und Australien setzen das 15fache des asiatischen Marktes um.

Berechne die Umsiitze in den genannten Regionen.
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Alte Klausuraufgabe

4. Aufgabe.

Der Umsatz einer Firma war in der EU dreimal so hoch wie der in Asien, Amerika und Australien
zusammen. Amerika brachte $2 Mio mehr als Australien und Asien zusammen. Selbst wenn Asien um
150% zulegte, so schmélze der Vorsprung Amerikas auf Asien und Australien zusammen nur auf $0.8
Mio. EU und Australien setzen das 15fache des asiatischen Marktes um.

Berechne die Umsiitze in den genannten Regionen.

Lésung:
- Gleichungen
3xas + 3Xam + 3x4y = XU,
Xam = Xau + Xas + 2,
2.5x45 + Xpu + 0.8 = Xpp,

XEU + Xau = 15x4s,

- lineares Gleichungsystem

3003 3 -1\ [/ 0
1 1 =1 0| (x| [ 2
25 =1 1 0| |xu| " |-08]"
-15 0 1 1) \amw 0

- xas = $0.8 Mio., xa,, = $2.97 Mio., x4, = $0.17 Mio., xgy = $11.8 Mio..
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Anwendung

Produktion:
Rohstoffe A, B, Produkte X, Y,

- fir 1 X werden benétigt: 1A und 2B,
fir 1 Y werden benétigt: 34 und 4B,

- Zusammenhang
13\ /x\ _[A
2 4 Y) \B/)’
- andersherum
1 /-4 3\ (A _ (Y
2\2 -1 B) \vy)’
denn
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Anwendung

Mehrstufige Produktion:
- Rohstoffe A, B, Zwischenprodukte C, D, Endprodukte X, Y,
- flr 1 C werden benétigt: 1A und 2B, flr 1 D werden bendtigt: 34 und 4B,
- flr 1 X werden benétigt: 5C und 6D, fiir 1 Y werden benétigt: 7C und 8D,
- Zusammenhange

00 A0
CEEI0-0 - DO
() (6)-6):
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Ubersicht

3. Lineare Algebra

3.3 Lineare Unabhé&ngigkeit
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Spezielle Vektoren und Matrizen

Nullvektor:
0
0=0,=|:]¢€ R",
0
Nullmatrix:
0 ... 0
0= Omxn - c Rmxn'
0O ... 0
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Spezielle Vektoren und Matrizen

Bemerkungen zum Nullvektor:

- der Nullvektor ist neutrales Element der Addition in V = R", d. h. fur alle x € V gilt

x+O0=0+x=nx

Eigenschaften der Nullmatrix:
- es gelten

O+A=A4+0=A fur alle A € R™*"
Omxn X = Om fUr a”e X € Rn
A-Op=0On fur alle A € R™"

- aus A - x = O folgti. a. nicht A = O oder x = O, beispielsweise ist

(G )66
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Spezielle Vektoren und Matrizen

Einheitsvektoren:

0
1 0
0 1 ) :
=10, P=|o], @=/[1]«itezeile,
0 0 .
0 0 :
0.
Einheitsmatrix:
1 0 0
0 1 0
1= o,
0 1 0
0 1
- I steht fUr Identitat,
- flr ein beliebiges x € R" gilt
I-x=x,

- bei Verwechslungsgefahr die Dimension angegeben, also I = I, x,.
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Linearkombinationen

Definition 3.9

Seienx™M x® .. x® Vektoren aus V und o, a® ..., o™ e R gegeben. Es wird

k
aDx0 44 a®x® = 3 a0x0
j=1

Linearkombination vonx", ... x* mit den Skalaren ", ..., a") genannt.
Beispiel:
1 1 4 3.5
05- 12 =-3-|1|+15-|2] = 1
3 1 0 —1.5
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Lineare Abhangigkeit

Definition 3.10

Die Vektoren xV x® ... x® heiBen linear abhdngig, wenn es Skalare oV, ..., a®
gibt, die nicht alle gleich Null sind, so dass die Linearkombination verschwindet, d. h.

k
Z |a0)| >0 und Z aVx0) =
j=1
Andersherum heiBen x™" , x® ... x® linear unabhéngig, falls

k - -
3 600 =
j=1

nur fira® = ...a® = 0 gilt.
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Lineare Abhangigkeit

Beispiele:
- die Vektoren
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Lineare Abhangigkeit

Beispiele:
- die Vektoren

sind linear abhangig, denn
1 1 0 0
o) () ()= 6)
- dabei sind aber x und y linear unabhangig, denn

) ()-0

geht nur fir o = o® =0,
- auch sind jeweils x und z bzw. y und z lin. unabhéngig.
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Rang einer Matrix

Praktische Bestimmung, ob Vektoren linear unabhangig sind:
- Vektoren in einer Matrix zusammenfassen,
- Rang dieser Matix bestimmen.

Definition 3.11
Der Zeilenrang r einer m x n-Matrix

al coo ain

am1 coo Amn

ist die Anzahl linear unabhéngiger Zeilen von A. Analog ist der Spaltenrang die Anzahl
linear unabhéngiger Spalten von A.
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Rang einer Matrix

Satz 3.12

Der Zeilen- und der Spaltenrang einer m x n-Matrix sind identisch und es wird
allgemein r = rang(A) der Rang einer Matrix genannt.

Bemerkung:
- fir A # O qilt

1 < r < min(m,n).

Systematische Berechung des Rangs:
- mittels Umformung von Gleichungen Ax = 0,
- Anzahl der Ubrig bleibenden Gleichung entspricht dem Rang.
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Rang einer Matrix

Beispiel zur Berechnung des Ranges:
- Fur

ergibt sich aus Ax = 0, also
12 3y (") /o
45 6) |\ " \o)
X3

das lineare Gleichungssystem

Ixi + 2% + 3x3 = 0
4 + 50 4+ 6r o= 0
und damit
(1) Ixi + 2% 4+ 3x = 0
(1) 4x1 4+ S5x + 6x3 = 0
(1 ) Ixi + 2% + 3x3 = 0
(-4 oxi — 3% — 6 = 0

und es bleiben zwei nicht-null-Gleichungen tbrig, also rank(A) =

(VETGIERRSEWEL] Einfiihrung in die Mathematik fir Wirtschaftswissenschaften WS 23/24
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Rang einer Matrix

Beispiel zur Berechnung des Ranges:

- Analog hétte die Analyse von A” bei der Analyse von A"y = 0, also

ergeben

ebenso bleiben zwei nicht-null-Gleichungen Ubrig, also rank(A”) = 2.

Mathias Sawall

1 4

2 5. (y ') = (o],

3 6/ 2 0
1) Iyv, + 4 = 0
() 2y 4+ S5y» = 0
() 3y + 62 = 0
(I Iyi + 4 = 0
av=m1a-21) 0y — 3y» = 0
(v=mr-31 0y — 6y, = 0
(I Iyi + 4 = 0
v) Oyt — 3y» = 0
(Vv=21v) Oyp + 0y, = 0
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Lineare Hulle

Definition 3.13

Seis = {x) x» ...} C V ein System von Vektoren. Die lineare Hiille
k - B R »
span(S) = Za(’)x(’), firkeN, a” ek, sV es, j=1,... .k
j=1

von S ist die Menge aller méglichen Linearkombinationen von Vektoren aus S (Skalare
beliebig aus K, meist K = R).

Bemerkung:
- wenn span(S) = V, so sagen wir, dass S den Vektorraum V generiert.
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Basis & Dimension

Definition 3.14

Ein System S C V heif3t Basis von V, wenn es linear unabhdngig ist und den ganzen
Raum V generiert.

Satz 3.15
Jeder lineare Raum hat eine Basis.

Bemerkung:
- Jede zwei Basen von V haben die gleiche Mé&chtigkeit (Anzahl an
Basiselementen).

Definition 3.16

Die Dimension dim(V) eines Vektorraums V ist die Anzahl an Elementen die eine Basis
vonV hat.
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Basis & Dimension

Beispiel:
- Einheitsvektoren {¢(V e® ... ¢} = § C R" bilden Basis des R".
) o
Zao)eo) =0 = =0
j=1 a™

= alle a” sindNull = {e"; j=1,...,n} linear unabhangig,
- weiter ist

a®

span {e(l),...,e(”)} = {Za(’)eg)} = ,aV eR Y =R"
a®

somit generieren ¢V @ ... ¢™ den Vektorraum V und dim(R") = n.
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Visualisierung: Basen

Bemerkung:
- in der Einheitsbasis im R* kann jeder Vektor x € R* eindeutig dargestellt werden,

- dies aeht auch in vielen anderen Systemen von 3 Vektoren im R?,
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Visualisierung: Basen

Bemerkung:
- in der Einheitsbasis im R* kann jeder Vektor x € R? eindeutig dargestellt werden,

- dies geht auch in vielen anderen Systemen von 3 Vektoren im R?,

- es geht jedoch nicht (zumindest nicht immer bzw. nicht eindeutig), wenn zu
weniae, zu viele oder 3 abhanaiae Vektoren im System sind
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Basen

Mégliche andere Basen fiir R*:

T X e

- Basisdarstellung von x = (1,2,3)” durch S, ist a = (—1,—1,3)7, denn

1 1
2l =—t- (o) —1-(1|+3-[1],
3 0 0

- Basisdarstellung von x = (1,2,3)” durch S ist a = (0, 1,2)7, denn

1 1
2| =o0- (1) +1-{o)+2- (1],
3 0 1 1

- Basisdarstellung von x = (1,2,3)” durch S; ist a = (-1, -2, —-3)".
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Ubersicht

3. Lineare Algebra

3.4 Lineare Abbildungen
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Lineare Abbildungen

Definition 3.17

Lineare Abbildungen L sind Funktionen zwischen linearen RGumen V und W (berK,
fir welche

L(u+v) = L(u) + L(v) Yu,v eV,
L(aw) = aL(v), WweV,aek
gilt.

Ist L eine lineare Abbildung in den Grundkdrper (also W = K), so wird L ein lineares
Funktional genannt.

Einfache Beispiele (Funktionale):
- Projektion auf eine Komponente (V = R"),

- Summe der Komponenten (V = R"),
- Integral (V = L,([-1,1])),
- Skalarprodukt mit cos(mx/2) (V = Ly([—1, 1])).

Mathias Sawall Einflihrung in die Mathematik flir Wirtschaftswissenschaften WS 23/24 279/ 324



Lineare Abbildungen

Bemerkungen:
- lineare Abbildung erhalten die Linearkombinationen, d. h.

k k
L( > aw”) =3 a®),
=1 =1
- bei linearen Abbildungen werden gewéhnlich die Klammern weggelassen

Lv=L(v).

Repréasentationssatz:

- Jede lineare Abbildung L : R" — R™ ist als Matrixmultiplikation mit einer
Abbildungsmatrix M € R™*" darstellbar,

- die Abbildungsmatrix hangt von den gewahlten Basen in beiden Rdumen ab,
- meistens wahlen wir die Einheitsbasen.
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Lineare Abbildungen

Beispiele:
- Summe der Komponente eines Vektors (V = R")

L:R' =R, Li=>» x, M=(,...,1)eR",
i=1

- Rotation eines Vektors im R*> um Winkel o um den Ursprung

LR R, M:<cosa —sma)}

sin « cos o

- Rotation eines Vektors im R* um Winkel o um die x3-Achse

cosaa —sina 0
L:R3—>]R3, M= |sina cosa O
0 0 1
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Lineare Abbildungen

Definition 3.18
Die Menge aller Vektorenv € V fiir die Lv = 0 gilt, wird als Kern,

ker(L) ={veV: Lv= 0},

von L und ihrer Abbildungsmatrix M bezeichnet.

Kern einer Matrix:
- lineare Abbildung mittels einer Matrix M dargestellt als

y = Mx,
- Kern der Matrix (fuhrt mittels Basis auf den Kern der zugehdérigen Abbildung)

ker(M) = {x e R" : Mx = O}.
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Ubersicht

3. Lineare Algebra

3.5 Uber- und unterbestimmte Systeme
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Uber- und unterbestimmte Systeme

Verallgemeinerte Lésungen:
- das LGS Ax = b ist genau dann fur alle » € R™ eindeutig I6sbar,
wenn m = n und rank(A) = n,
- falls m # n oder rank(A) < min(m,n), so gibt es zwei Falle
a) weniger Gleichungen als Variablen und keine Widerspriiche
— unterbestimmtes lineares Gleichungssystem,

b) Widerspriiche (z.B. mehr unabhéangige Gleichungen als Variablen)
— Uberbestimmtes lineares Gleichungssystem.

Mathias Sawall Einflihrung in die Mathematik flir Wirtschaftswissenschaften WS 23/24 283 /324



Uber- und unterbestimmte Systeme

Fall a) (unterbestimmtes Gleichungssystem):
- tritt ein, wenn n > m (ggf. nach Streichung abhangiger Zeilen),

- es gibt also mehr Unbekannte als Gleichungen, aber keine Widerspriiche,
- das LGS ist I&sbar, aber nicht eindeutig, die L6sungsmenge ist
M=xo+ker(A) ={x: x=x0+&,& € ker(A)}
mit
ker(A) = {x e R": Ax = O},
- fir xo = O ist M ein linearer Teilraum von R",
- flr xo # O ist M ein affiner Raum.

Fall b) (Uberbestimmtes Gleichungssystem):
- die Lésungsmenge ist leer,

- Ubergang zu linearen Ausgleichsproblemen.
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Unterbestimmte LGS

Beispiel 28
Lineares Gleichungssystem
x1+x+x =1,
X1 — X2 —x3 = —3.
GauB-Algorithmus ergibt (1I-1)
—X2 — X3 = -2
freie Parameterwahl
X3 =«
>0n=2-xn=2—-«
=x=1—-x—x
=1-2-a)—«
=—1.
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Unterbestimmte LGS

Beispiel 28 (Fortsetzung)

Allgemeine Lésung:
-1 0
7= 2 | +al -1
0 1
N—— N—_——
X0 ker(A)
Ldsungsmenge:
—1
M = 2 —« a€eR
«
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Unterbestimmte LGS

Beispiel 28 (Fortsetzung)

Bemerkungen:
- es gelten Axo = b sowie

N——
Eker(A)
- dies fuhrt auf
0 0
A |xo+al -1 =Axo+ oA | —1 :b—|—a(
1 1
N———’

allg. Lésung x

0
0

)=

Mathias Sawall
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Unterbestimmte LGS

Beispiel 29
Lineares Gleichungssystem

xi+x+x+x=1,

X1 —x2—x3+xg=—1
Allgemeine Lésung ist
0 0 —1
1 —1 0
=1, + | + B 0
0 1
X0 ker(A)
Ldsungsmenge:
0-8
1 -«
M= o a,BeR
B

(VETGIERRSEWEL] Einfiihrung in die Mathematik fir Wirtschaftswissenschaften WS 23/24

288 /324




Unterbestimmte LGS

Beispiel 29 (Fortsetzung)

Bemerkungen:
- wieder gelten Axo = b sowie

0 -1
—1 0 0 0
A | _<O) und A- 0 —(0),
0 1
- damit ist
0 —1 0 —1
ax=a|xnta| T+ Q|| =aw+aa| | 4pa] 0
AT 0 X 1 0
0 1 0 1
=b+0+0
=b.
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Unterbestimmte Systeme

Nichtnegativitatsrestriktionen:
- nur nichtnegative Lésungen (x; > 0, i =1,...,n) sind gesucht,
- etwa flr Stiickzahlen, Rohstoffmengen oder Ausgaben,
- u.U. Beschrankung der freien Parameter.

Beispiel 30
Drei Positionen im Ausgabenplan, einzuhalten ist

X1 + 2x + x3 = 10

o - 2n = 0 (in Mrd. €)

Das System ist unterbestimmt, denn 3 =n > m =2. Als Ldsung ergibt sich
-5

A=x3, x2=2\, x1=10—-5)\, dabei ist ker(A) =X | 2
1
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Unterbestimmte Systeme

Beispiel 30 (Fortsetzung — allgemeine Lésung & nichtnegative Lésungen)

Allgemeine Lésung ist
10 =5
x=|0]+A]| 2
0 1

Beachtung von Nichtnegativitétsrestriktionen (Ausgaben):
-x32>0 = A>0,
-x1=10-5A>0 = A<2,
- x2 liefert keine weitere Einschrédnkung.
Lésungsmenge mit nichtnegativen Ausgaben ist
10 — 5A

M= 22 | :ac(02]
A
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Unterbestimmte Systeme

Spezielle Lésungen:
- ist die Losung nicht eindeutig, so kann nach speziellen Lésungen gesucht werden,
- freie Parameter so wahlen, dass bestimmte Kriterien erflllt sind,
- etwa minimale Kosten, minimaler Aufwand, maximaler Gewinn, ...
- Ubergang zur Optimierung.

Mathias Sawall Einflihrung in die Mathematik flir Wirtschaftswissenschaften WS 23/24 292 /324



Unterbestimmte Systeme

Spezielle Lésungen:
- ist die Losung nicht eindeutig, so kann nach speziellen Lésungen gesucht werden,
- freie Parameter so wahlen, dass bestimmte Kriterien erflllt sind,
- etwa minimale Kosten, minimaler Aufwand, maximaler Gewinn, ...
- Ubergang zur Optimierung.

Wir betrachten das vorherige Beispiel:
- Lésungsmenge fir nichtnegativen Ausgaben

10 — 5A
M= 22 | :Ae0,2},
A

-A=0 = x=(10,0,0),

-A=2 = x=(04,2)7,

- Summe der Ausgaben x; + x» + x3 ist fir die zweite L&sung offenbar kleiner als flr
die erste, sie ist vorzuziehen.
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Unterbestimmte Systeme

L&sung mit geringsten Ausgaben:
- Ausgaben in Abhangigkeit von A sind

x1+x2+x3 = 10—=5A+22+ A

A— 00

= 10-2\"—7 —

- es gibt keine beste Lésung des unterbestimmten LGS,
- x; sind Ausgaben (also nichtnegativ), daher nur A € [0, 2] betrachten,
- bester Wert fir A\ = 2, es giltdannx; = 0, x = 4, x3 = 2.
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Unterbestimmte Systeme

Beispiel 31 (LGS mit zweiparametriger Losung)

LGS & GauB:
X + x» 4+ x» 4+ x = 10
XX — xx + x3 + xa = 6
Xt + x» 4+ x» 4+ x = 10
- 20 = -4
Lésung:

S =2 x3=A, X=

A, x1=8—X\— X, also

S O N
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Uberbestimmte Systeme

Uberbestimmtes Gleichungssystem:
- LGS Ax=b mitA € R™*",
- tritt ein, wenn n < m (auch nach Streichung eventuell abhangiger Zeilen),
- es gibt also mehr Gleichungen als Unbekannte und damit Widerspriiche, also

rank(A|b) > rank(A),

- die Lésungsmenge ist leer (ergibt sich z.B. beim GaufBalgorithmus),
Naherungslésung gesucht, sodass Ax ~ b — lineare Ausgleichsprobleme,
- einfacher Anwendungsfall: Bestimmung einer Regressionsgeraden.
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Uberbestimmte Systeme

Beispiel:
1 x + Yy = 2
11 x — Yy = 2
I 3x 4y = 3
-1 — 2y =0
ar—3-1 - 2y =-3

Widerspruch - Lésungsmenge ist leer!
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Uberbestimmte Systeme

Eigentliches Ziel bei einem linearen Gleichungssystem:
- fur jede Gleichung i = 1,...,m soll gelten

(AX),’ = bi7

- Uberbestimmt: es ist nicht méglich, alle Gleichungen gleichzeitig zu erflllen.

Ausgleichsproblem:

- Ziel fir jede Gleichung
(Ax),» ~ bi
in einem gewissen Sinne,
- Quadrate-Abstande minimieren (kleinste Fehlerquadrate), also

Z ((Ax); — b,-)2 = ||Ax — sz — min!

i=1
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Uberbestimmte Systeme

Definition 3.19

Eine Lésung x* hei3t eine verallgemeinerte Lésung (oder auch kleinste
Quadrate-Ldsung) des linearen Gleichungssystems Ax = b, wenn

|Ax" — b|| = min ||Ax — b]|.
xER™

Der Fehler wird also im Sinne der euklidischen Norm minimal.

Bemerkung: Gilt Ax = b, so wird x eine klassische Lésung genannt.
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Uberbestimmte Systeme

Bestimmung der verallgemeinerten Lésung:

- Zielfunktion ist (kleinste Fehlerquadrate)

m

fO) = [[Ax = b|" = Y (A — bi)’,

i=1

- notwendige Bedingungen sind

of
Ox m
Vf = = 2Z(A,-x — b)A,' = O,
or i=1
Oxn

- somitist Vf=0 < AT(Ax—b) =0.
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Uberbestimmte Systeme

GauBsche Normalengleichung:

- fasst notwendige Bedingungen flirr das Vorliegen eines Minimums zusammen

ATAx = A"b.

Bemerkungen:
- es entsteht ein quadratisches (n x n) LGS,

- ist rank(A) =n, so gibtes genau eine kleinste Quadrate-Lésung,

- ist rank(A) < n, so gibtes einen linearen Raum kleinster Quadrate-Lésung
(mglw. Lésung kleinster Norm bestimmen).
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Uberbestimmte Systeme

Beispiel 32

Folgende Wirtschaftsdaten seien gegeben:
t|01]3
y|3[5][10

Das Wachstum ist anndhernd linear. Wir setzen also eine Gleichung der Form
y = x1t + x, an. Gesucht ist der Anstieg x, pro Jahr und das Absolutglied x,.
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Uberbestimmte Systeme

Beispiel 32

Folgende Wirtschaftsdaten seien gegeben:
t|0 1|3
y[3[5]10

Das Wachstum ist anndhernd linear. Wir setzen also eine Gleichung der Form
y = xit + x» an. Gesucht ist der Anstieg x, pro Jahr und das Absolutglied x,.

Es entsteht das Gleichungssystem
hxi +x2 =y

hxy +x2 =y

BX] + X2 = y3
Bei zwei Datenpaaren entsteht folgendes LGS:

yi—y hy2 — by
n-r» 27N

X1 = y
Hh—th h—nbh

hxy +x2=y1
bhx1 +x=y2

Flrn #+ 1, ergeben sich x| und x, eindeutig aus den ersten beiden Gleichungen.
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Uberbestimmte Systeme

Beispiel 32

Folgende Wirtschaftsdaten seien gegeben:
t|01]3
y|3[5][10

Das Wachstum ist anndhernd linear. Wir setzen also eine Gleichung der Form
y = x1t + x, an. Gesucht ist der Anstieg x, pro Jahr und das Absolutglied x,.

Aber x; und x, ergeben sich auch aus der ersten und dritten Gleichung eindeutig
= drei Datenpaare, die sich i. a. widersprechen.

Kleinste-Quadrate-Ldsung fir:

Normalengleichung:

(%5 E)-G)

T
x = (2.3571,2.8571)
Einflihrung in die Mathematik flir Wirtschaftswissenschaften WS 23/24 303 /324

Lésung:




Uberbestimmte Systeme

Graphische Darstellung des Regressionsproblems:

304 /324
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Alte Klausuraufgabe

Aufgabe 20090216A5.

Die Domino-Bankengruppe analysiert die Geschiéiftszahlen fiir die letzten 6 Monate:

[225, 230, 230, 200, 160, 110].

Berechnen Sie a) eine lineare und b) eine quadratische Funktion, die die Daten im Sinne der kleinsten
Quadrate approximiert.

¢) Bestimmen Sie jeweils den Nulldurchgang.
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Alte Klausuraufgabe

Aufgabe 20090216A5.

Die Domino-Bankengruppe analysiert die Geschiéiftszahlen fiir die letzten 6 Monate:

[225, 230, 230, 200, 160, 110].

Berechnen Sie a) eine lineare und b) eine quadratische Funktion, die die Daten im Sinne der kleinsten
Quadrate approximiert.

¢) Bestimmen Sie jeweils den Nulldurchgang.

Lésung zu b):

- LGS zum Ansatz y; = ag + a1x; + azx,? (far a) wiirde es y; = ag + a;x; sein) sind

1 0 0% 225
11 12 230
12 22 @1\ 230
13 32|97 200
1 4 2 @ 160
1 5 352 110
- Normalengleichung
6 15 55 ap 1056
15 55 225)-[a; | = | 1985
55 225 979 ap 5785
- Lésung ist
214.21
45.61
—16.61
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Alte Klausuraufgabe

Aufgabe 20090216A5.

Die Domino-Bankengruppe analysiert die Geschiftszahlen fiir die letzten 6 Monate:

[225, 230, 230, 200, 160, 110].

Berechnen Sie a) eine lineare und b) eine quadratische Funktion, die die Daten im Sinne der kleinsten
Quadrate approximiert.

¢) Bestimmen Sie jeweils den Nulldurchgang.

Lésung zu b):

- Optimales Polynom 2. Grades ist
y(x) = 214.21 +45.61x — 16.61x%.

- graphische Darstellung zum Regressionsproblem

Approximation

250
X X
200 X
X
150
100
0 1 2 3 4 5
Monat

Mathias Sawall Einflihrung in die Mathematik flir Wirtschaftswissenschaften WS 23/24 307 /324



Uberbestimmte Systeme

Beispiel 33

Die Intensitét illegaler Investitionen (lil) wéchst kontinuierlich, die Zahlen der letzten
vier Jahre sind:
Jahr| 15 16 17 18

i 82 86 96 112
Setzen Sie quadratisches Wachstum an und geben Sie eine Prognose fiir 19!
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Uberbestimmte Systeme

Beispiel 33

Die Intensitét illegaler Investitionen (lil) wachst kontinuierlich, die Zahlen der letzten
vier Jahre sind:
Jahr| 15 16 17 18

il |82 86 96 112

Setzen Sie quadratisches Wachstum an und geben Sie eine Prognose fiir ’19!
Lésung:
- Es entsteht das lineare Ausgleichproblem Ax = b mit

1 15 15 82
116 16| (%) _ | 86
1 17 172 a‘ | 96
1 18 182 2 112
- die Normalengleichung lautet
4 66 1094 ao 376
66 1094 18216 | - [ai | = | 6254
1094 18216 304658 @ 104498

- Lésung a = (742, —89, 3)", Funktionf(t) = 742 — 89t + 37,
- Prognose fir '19ist f(19) = 134.
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Ubersicht

3. Lineare Algebra

3.6 Optimierung
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Unterbestimmte Systeme und Optimierung

Qual der Wahl:
- bei l6sbaren unterbestimmten linearen Gleichungssystemen,
- unendlich viele Lésungen in Abh&ngigkeit von den freien Parametern,
- Anzahl freie Parameter = Anzahl Unbekannte - Rang der Systemmatrix.

Welche Parameter sollen wir setzen?
Standardantwort:

- Minimiere die ,—Norm der Lésung,
vgl. Abschnitt Uber- und unterbestimmte Systeme.
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Lineare Zielfunktion — lineare Optimierung

Angepasste Antwort:
- lineares Auswabhlkriterium, abhangig von der konkreten Anwendung,
- etwa minimale Kosten oder maximaler Gewinn.

Aufgabentyp:
- lineares Optimierungsproblem,
- Zielfunktion

n
f)=cx= ax
j=1

soll maximiert bzw. minimiert werden,
- unter den Nebenbedingungen

- mglw. auch unter den Nebenbedingungen

Ax < b, x> 0.
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Lineare Optimierung

Allgemeine Tipps zur Lésung:
- 2D-Probleme sind grafisch lésbar,

- niedrigdimensionale Probleme sind GauB-&hnlich I6sbar
(Florida—Method, d.h. per Hand),

- fiir groBe Probleme Simplex-Algorithmus nutzen, implementiert in
CAS-Programmpaketen.
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Lineare Optimierung

Grafische L&sung:
- nur fiir x € R? méglich (fiir x € R* unhandlich),

- zulassiger Bereich wird festgelegt und eingezeichnet,
Zielfunktion beschreibt Gerade mx + n mit Variable n,
grafische Maximierung bzw. Minimierung durch Verschieben,
Uberfithrung in Standardform nicht nétig.
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Lineare Optimierung

Beispiel 34 (Grafische Lésung)
Fir zwei Produktmengen x; > 0 und x, > 0 gelten die Bedingungen

X1 < 6
xn < 8
X1 + x < 12

und es wird die Lésung mit maximalem Gewinn f(x) = 8x; + 3x, gesucht.
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Lineare Optimierung

Beispiel 34 (Grafische Losung)
Fir zwei Produktmengen x; > 0 und x, > 0 gelten die Bedingungen

X1 < 6

Mathias Sawall Einflihrung in die Mathematik flir Wirtschaftswissenschaften WS 23/24 315/324



Lineare Optimierung

Beispiel 34 (Grafische Losung)
Flr zwei Produktmengen x; > 0 und x, > 0 gelten die Bedingungen

X1 S 6

8x + 3y — max 8r

8x 4+ 3y = ¢ = max 6

C 4
y=z-3% ¢ — max! .
optimale Lsg.:x =6,y = 6, ¢ = 66. ok
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Lineare Optimierung

Definition 3.20
Die Standardform eines linearen Optimierungsproblem ist

Ax = b, x>0, ¢"x = min!

Uberfihren in Standardform eines LOP:
- falls das LOP die Form hat

¢"x — min, Ax<b, x>0

- Schlupfvariablen u; = x,1; (u; ist der Rest von Ressource i) einflihren
~» aus Ungleichungen werden Gleichungen.

Bestimmung einer optimalen Lésung flr die Standardform:
- Simplex-Algorithmus.
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Lineare Optimierung

Beispiel 35 (Umformung eines LOPs in Standardform)
Das Problem

X1 < 10

X2 S 12

x1 + x < 16

5x¢1 + 3x — max

lautet in Standardform

X1 + X3 = 10
X2 + x4 = 12
X1 + x + x5 = 16

X1,X2,X3,X4,X5 ZO

—5x1 — 3x; — min
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Simplex-Algorithmus

Idee:
- zulassiger Bereich ist ein Polytop (also konvex),
- Optimum wird (u.a.) in einer Ecke des zuldssigen angenommen,
- entsprechende Kombination aus Basisvariablen finden.

Basis- und Nichtbasisvariablen (fiir A € R"*" mitm < n):
- Unterteilung der n Variablen in m BV und n — m NBV,
- NBV auf null, zulassige Basislésung mit den BV —  Ecke des zul. Bereichs.

Verfahren:
- Bestimmung einer zulassigen Lésung,

- Iterarion durch Tausch einer BV gegen eine NBV
(im Sinne des zulassigen Bereichs werden benachbarte Ecken durchlaufen),

- Funktionswert verschlechtert sich pro Iteration nicht
— stop nach endlich vielen Schritten,

- oft wird mit den Schlupfvariablen als BV gestartet.

Mathias Sawall Einflihrung in die Mathematik flir Wirtschaftswissenschaften WS 23/24 319/324



Lineare Optimierung

Beispiel 36

Produktion:
- n = 3 verschiedene Produkte herstellen,
- unter Verwendung von m = 4 Produktionsmitteln,
- Produktionsmittel nur beschrénkt verfligbar

Verbrauch / Grenzen:
Produktionsmittel | Produkt | Kapazitét
1123

1 1182 30

2 4|1 2|1 25

3 3| 4| 4 45

4 2|13|5 50
Gewinne je Produkteinheit:5, 8, 4.

Aufgabe:
- Gesucht sind Produktionsmengen mit maximalem Gewinn.
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Lineare Optimierung

Beispiel 36
Mathematische Formulierung:
- Zielfunktion

f(x) = 5x; + 8xy + 4x3 — max
- unter den Nebenbedingungen
x1 + 3x + 2x3 < 30
dx; + 2x +x3 < 25
3x1 +4xy +4x3 <45
2x1 + 3x2 + 5x3 <50
X1,%2,x3 > 0.
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Lineare Optimierung

Beispiel 36
Mathematische Formulierung:
- Zielfunktion

f(x) = 5x; + 8xy + 4x3 — max
- unter den Nebenbedingungen

x1 + 3x + 2x3 < 30
dx; + 2x +x3 < 25
3x1 +4xy +4x3 < 45
2x1 + 3x2 + 5x3 <50
X1,%2,x3 > 0.
- kanonische Form (Standardform eines LOP)

xi
1 3 2 1 0 0 0 g 30
4 2 1 0 1 0 0 25 .
34 4 0 0 1 0 w | =451 f(x)=(5, 8, 4,0, 0, 0, 0)x - max
23500 0 1)[|" 50
u3
uy
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In 2 Schritten zum Gipfel

1,00 300 200 1,00 000 000 0,00 30,00
400 200 1,00 000 100 000 000 2500
300 400 400 000 000 1,00 0,00 45,00
200 300 500 000 000 000 1,00 50,00
500 800 400 000 000 000 0,00

033 100 o067 033 000 000 000 10,00
333 000 -033 -067 1,00 000 000 5,00
167 000 133 -1,33 000 1,00 0,00 5,00
1,00 000 300 -1,000 000 000 1,00 20,00
233 000 -133 -267 000 000 0,00

0,00 1,00 070 040 -0,10 0,00 000 9,50
100 000 -010 -020 030 000 000 1,50
000 000 150 -1,00 -050 100 000 250
000 000 310 -08 -0,30_ 000 100 1850
000 000 -1,10 -220 -070 0,00 0,00 EESIEE

Mathias Sawall
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12,50
11,25
16,67

30,00
1,50
3,00

20,00

322 /324



Lineare Optimierung

Bemerkungen:
- Basisvariablen — wo Einheitsmatrix steht, hier zu Beginn Spalten 4-7,
- Nichtbasisvariable — alle anderen, sind immer gleich 0,
- rechte Seite = ,
- bei NBV stehen nichttriviale Preise, bei BV sind c-Werte=0,
Simplexschritt: eine NBV wird BV, dafir fliegt eine BV heraus,
- Auswahl der neuen BV: aktuelle NBV mit gréBtem c-Wert (hier im 1. Schritt x,),
- Auswahl der zu killenden BV: diejenige, fiir die zuerst eine

Rechnung: GauB-Schritte, um bei neuer BV eine Eins und sonst Nullen zu
erzeugen,

- Maximalwert = minus letzter Eintrag in letzter Zeile.
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Ubersicht

4. Literatur
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